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О МНОЖИТЕЛЯХ СУММИРУЕМОСТИ для ДВОЙНЫХ
РЯДОВ

Проф., докт. физ.-мат. наук Г. Кангро

Кафедра геометрии

Теория множителей суммируемости двойных рядов до сих пор 
еще остается сравнительно мало разработанной. После появления 
в печати в 1938 г. монографии Мура [1], посвященной исследо
ванию вопроса о множителях ограниченной сходимости для ря
дов, простых или кратных, ограниченно суммируемых некоторыми 
методами Вороного-Нёрлунда, проблемой множителей суммируе
мости кратных рядов почти не занимались. В то же время интен
сивно продолжались исследования по множителям суммируемости 
в области простых рядов. В результате обобщения некоторых 
фактов, полученных Бозанкет [2—5], Лоренцом [6] и Кноп- 
пом [7] для множителей суммируемости, относящихся к методу 
Чезаро, в последние годы возник новый метод изучения множи
телей суммируемости для простых рядов. Этот метод, развитый, 
в основном, немецким математиком Пейеримхоффом [8— 11], дает 
в тех случаях, когда он применим, весьма удобный способ для на
хождения множителей суммируемости.

Целью настоящей статьи является распространение метода 
Пейеримхоффа на двойные ряды. Так как получение теорем о 
множителях суммируемости в области двойных рядов довольно 
затруднительно, то метод Пейеримхоффа своей сравнительной 
простотой оказывается особенно пригодным для изучения множи
телей суммируемости двойных рядов.

При переходе от простых рядов к двойным метод Пейерим
хоффа в известной мере усложняется. Но при переходе от двой
ных рядов к многократным дальнейших усложнений, кроме тех
нических, не будет. Поэтому и ограничимся в настоящей статье 
изучением множителей суммируемости для двойных рядов.
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§ 1. Введение

1. П о н я т и е  о м н о ж и т е л я х  с у м м и р у е м о с т и .  
Пусть дан некоторый двойной ряд 1

^  Uiм  ( 1)
u,v

с комплексными членами u^v и двойная последовательность ком
плексных чисел

{е^} (2)

Объектами нашего исследования служат двойные ряды

(3)

1J ,V

И

^  ЪцуИ-цу , (4)
(.t,v

Где через U^v обозначены частные суммы ряда ( 1), т. е.
fX,V

U n v = - И х ) . -

x,i = о
В теории рядов важную роль играет следующая проблема: 

каким условиям должна удовлетворять последовательность (2) 
чтобы для каждого ряда (1) из заданного класса А ' ряд (3), со
ответственно (4), принадлежал к некоторому классу В' Классы 
А ' и В ' мы определим при помощи методов суммирования, дан
ных четырехмерными матрицами А =  (атпШ ) и В — ЦЗтп/ХР) • 
Напомним коротко относящиеся сюда понятия.

Мы назовем ряд ( 1) с у м м и р у е м ы м  м а т р и ц е й  Л или 
Ä -с у м м и р у е м ы м  (Л-о г р а н и ч е н н ы м ) ,  если двойная по
следовательность {U'mn}, получаемая из ряда ( 1) преобразова
нием

U тп == ttmnftvU-(AV {^1, Tl =  0, 1, 2, .), (5)
/x,v

сходится в смысле Прингсхейма (ограничена)
Далее, если последовательность {U'mn} ограниченно сходится 

(вполне сходится), то будем называть ряд ( 1) о г р а н и ч е н н о  
Л-с у м м и р у е м ы м  или Л6-с у м м и р у е м ы м  ( в п о л н е

1 Если пределы суммирования у знака суммы не указаны, то индексы 
суммирования /л, v пробегают все целочисленные значения 0, 1, 2,
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Л-с у м м и р у е м ы м  или А г-с у м м и р у е м ы м ) .  При этом 
под ограниченной сходимостью (короче 5-сходимостью) последо
вательности Ш'/лу} подразумеваем сходимость в смысле Прингс- 
хейма вместе с ограниченностью последовательности W  цу), а под 
полной сходимостью (короче r -сходимостью) последовательности 
iV fxv)  — сходимость в смысле Прингсхейма вместе со сходимо
стью всех строк и столбцов матрицы { и ’цу}. В дальнейшем мы, 
говоря о сходимости в смысле Прингсхейма, слова «в смысле 
Прингсхейма», как правило, опустим.

Отметим, что для того, чтобы преобразование (5) было опре
делено, будем требовать сходимость всех двойных рядов

^ a m n n v U f x v  { т , п  =  0, 1, 2, .).
jX,V

Наконец, предел
U =  lim U’mn

т.п^-со
именуется А-с у м м о й ряда (1) и обозначается

U =  A UfxvJ

Аналогично определяются понятия о 5-суммируемости, 5-огра- 
ниченности и т. д.

Класс А ' можно образовать из всех Л-суммируемых, Л-огра- 
ниченных и т. д., класс В ' из всех Б-суммируемых, Б-ограничен- 
ных и т. д. рядов.

О п р е д е л е н и е .  Величины Sfxv будем называть м н о ж и 
т е л я м и  с у м м и р у е м о с т и  т и п а  {%', В ') , соответственно 
(Л' В '), если для каждого ряда (1) из класса Л ' ряд (3), соот
ветственно (4), принадлежит классу В' Множители суммируемо
сти типа (2Г, В') называем также множителями п е р в о г о  
р о д а ,  а множители суммируемости типа (Л' В') — множите
лями в т о р о г о  р о д а .

В частности, если класс В' состоит из всех сходящихся в неко
тором смысле рядов, так что имеем:

ffmutv =  I 1 при /t, г <  m, п
^ ( 0  при fi >  т или v >  п или /л, v^> т, п,

то вместо множителей суммируемости типа (21', В'), соответ
ственно (А' В') говорят о м н о ж и т е л я х  с х о д и м о с т и  
д л я  W  соответственно А ' Согласно разным видам сходимости 
двойных последовательностей различаются разные виды множи
телей сходимости (множители сходимости в смысле Прингсхейма, 
множители 6-сходимости и т. д.).
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В настоящей статье рассматриваются множители суммируе
мости первого рода типов 1 (2Ц, В'). (2Г0, В') и множители сходи
мости второго рода для Аь, А 0.

2. С у щ н о с т ь  м е т о д а  П е й е р и м х о ф ф а .  Метод 
Пейеримхоффа, развитый им для изучения множителей суммируе
мости простых рядов, состоит, говоря в концепциях теории двой
ных рядов, в следующем. Прежде всего пытаются найти общее 
условие, необходимое для того, чтобы величины e^v были множи
телями суммируемости типа (Ж' В '), соответственно (А ' В '). При 
этом требуется независимость искомого условия от класса В ', т. е. 
от величин (imn/Av. Такое необходимое условие получается в тео
рии Пейеримхоффа из факта, полностью доказанного для про
стых рядов Целлером [ 12], что Б-сумма ряда (3), соответственно 
С4). представляет собой непрерывный линейный функционал в 
классе А', являющемся пространством типа FK.
1 Далее, путем накладывания известных ограничений на класс 

А ' пытаются создать такое положение, при котором найденное 
уже необходимое условие оказалось бы — по крайней мере после 
прибавления некоторого несложного добавочного необходимого 
условия — и достаточным для того, чтобы величины были 
множителями суммируемости рассматриваемого типа. Эти огра
ничения, выражающиеся в теории Пейеримхоффа в требовании на
личия сходимости по отрезкам в некоторой части класса А ' имеют 
место не при всех методах суммирования, имеющих значение в 
приложениях. Вследствие этого область применения метода 
Пейеримхоффа ограничена, но зато в тех случаях, когда метод 
Пейеримхоффа применим, он сравнительно быстро приводит 
к цели.

При помощи своего метода Пейеримхоффу удалось полностью 
решить вопрос о множителях суммируемости первого рода рас
сматриваемых им типов [8, 10], в то время как для множителей 
суммируемости второго рода ему (вместе с Юркатом) удалось 
полностью решить только некоторые частные случаи, в том числе 
случай множителей сходимости и случай В' =  А ' [9, 11]. Причина 
возникновения серьезных затруднений при изучении множителей 
суммируемости второго рода методом Пейеримхоффа кроется, по- 
видимому, в том, что добавочные необходимые условия, которые 
следовало бы прибавить к основному необходимому условию с 
целью получения точных условий, в некоторых случаях являются 
довольно сложными, как это следует, например, из исследований 
автора по методу взвешенных средних арифметических [13].

Затруднения, возникшие при изучении множителей суммируе
мости второго рода для простых рядов, значительно углубляются 
в случае двойных рядов, причем вместо одного основного необхо

1 Ради краткости обозначаются суммируемость и соответствующий ей 
класс суммируемых рядов одной и той же буквой. Также одним и тем же  
Символом А 0 обозначаются и /4-ограниченность, и класс Л-ограниченных рядов.
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димого условия, встретившегося в исследованиях Пейеримхоффа, 
понадобятся три таких условия, из которых одно лишь не зависит 
от класса В' Вследствие этого при изучении множителей сумми
руемости второго рода для двойных рядов мы ограничимся лишь 
случаем множителей сходимости.

Пейеримхофф в своей кандидатской диссертации [8] приме
няет методы линейного функционального анализа для вывода ос
новных своих результатов, в то время как в своей докторской дис
сертации [ 10] он использует метод обратного преобразования, 
хотя в рассматриваемом там случае абсолютной суммируемости 
методы функционального анализа также применимы. Поскольку 
вопросы приложения методов функционального анализа в теории 
двойных рядов еще весьма мало исследованы, то предпочтем в 
настоящей статье метод обратного преобразования. Если ограни
чиваться нормальными матрицами А, как это предполагает, по 
существу, Пейеримхофф при изучении множителей суммируемости 
простых рядов, то методы функционального анализа, по сравне
нию с методом обратного преобразования, к более общим резуль
татам приводить не могут.

Главные результаты настоящей статьи опубликованы без до
казательств в [20]

1. Н о р м а л ь н ы е  м а т р и ц ы  с у м м и р о в а н и я .  При 
изучении множителей суммируемости мы предположим, что мат
рица А =  (amn/UV) нормальна. Матрицу А назовем н о р м а л ь  
ной ,  если она треугольна, т. е. удовлетворяет условию

и если, сверх того,
а,пптп Ф  0 (m, tl == 0, 1, 2, .)

Если матрица А треугольна, то преобразование (5) можно пе
реписать в виде

fi,v—o
Отметим, что в случае нормальности матрицы А существует и об
ратное преобразование

§ 2. Треугольные матрицы суммирования 
Некоторые леммы

Umnuv =  0 при /I >  т или v  >  п или //, v  >  т, п, (6)

(7)

(8)

fi,v=о
где

(Vmnftv) — А
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При помощи преобразования Абеля-Харди из (7) для т, п^>  О 
мы получим:

т—1, п—1 т—1

и  тп —  (A f iv& tn n iiv )  U[AV -j- (Afxdmnjuv) U [лп Ч - 

(Л, v —0 |U =О

л - 1

'^ 1/{ЛуО,тп mv) Umv -(-атптп U тп->

V—0
причем

Afx&mnuv =  &mnftv Q>mn ,( i+ \ ,v - ,

Avdmnftv — dmnfjiv ^mnfi,v -\-\i 
A  ( i v & m n f A V  =  Д [ л  ( A v & m n f i v )  =  Д  v  { A f i & m n f i v )  —  

=  ® m n/iv  —  < ^ о т я ,^ +  \,v —  ^mnfx,v-\-\ 4 “  й т п ,( л  +  1, v-\-\

Учитывая условие (6), можем написать короче
т,п

U'mn  =  ^  (djuv ttm n/uv) U p v

fi,v=0

или
т, п

где

U тп — fim n/nv U( iv  (^ ,  t\ — 0, 1, 2, .) , (9)
(M,v=o

0-mnfJ.v =  Л  [xv U m n u v  ■

Соотношения (7) и (9) определяют один и тот же метод сум
мирования: соотношения (7) — при помощи преобразования ряда 
в последовательность, соотношения (9) — при помощи преобра
зования последовательности в последовательность.

Положим
iflmnfiv) 51.

Ввиду того, что преобразования (7) и (9) определяют один и тот 
же метод суммирования, часто вместо выражений «ряд ( 1) Л-сум- 
мируем» или «матрица А суммирует ряд ( 1)» будем употреблять 
выражения «последовательность {U^v) St-суммируема» или «мат
рица Ж суммирует последовательность {U^v}» и т. д., где U^v — 
частные суммы ряда (1). Матрицу метода суммирования, дан
ного при помощи преобразования ряда в последовательность, бу
дем обозначать всегда латинской, а матрицу того же метода, дан
ного при помощи преобразования последовательности в последо
вательность, соответствующей готической буквой.



Если матрица А нормальна, то нормальна и Ж. Тогда преобра
зование (9) имеет обратное преобразование

т,п

U m n —  'y>]Šm n(*rU,[XV ( М ,  /1 =  0 ,  1, 2 , ) ,  (Ю )

[X, V—о

где
( 1 т п ^ )  =  И " 1 

Отметим в заключение, что

тптп == Цтптп ~ - ( 1 1 )
а тптп

2. Н е к о т о р ы е  л е м м ы .  Пусть Ж =  {amnf/v) — треуголь
ная матрица, определяющая при помощи преобразования (9) не
который метод суммирования последовательностей. Относительно 
Ж нам понадобятся в дальнейшем три леммы, которые мы приво
дим без доказательства.

Л е м м а  1. Треугольная матрица Ж =  (amnlXv ): а) суммирует,
Ь) ограниченно суммирует, с) вполне суммирует все ограничен
ные последовательности тогда и только тогда, когда

т,п

1 ° ^  | amil[iv | <  М  (т,п >  N),
ft, V=.0

2° существуют числа a '^v, такие, что при т, п -> оо имеем 1:
a) lim Л т'п
b )  l i m  I V  | amnftv — а’̂  | =  0 ,
c )  г-1 i m  J ^  г=0

причем в случаях Ь) и с) N  =  0.
Л е м м а 2. Треугольная матрица Ж= (атп̂ р) а) суммирует,

Ь) ограниченно суммирует, с) вполне суммирует все ограниченно 
сходящиеся к нулю последовательности тогда и только тогда, 
когда

Под символом
r - l im  S m n  =  0

m,n
подразумевается

lim Smn = lim $тп = lim Smn =  0.
m,n-+ oo m -*co n~* oo

6  соответствии с этим в случае с) имеем:

lim a mnuv  Для предела при тп, п сю 
т ,п -* о о

a mnfiv ” » » т - > о о
т  -*■ оо

l im  a m n f i v  » ’> » л  о о -  
п~* оо



2 °  существуют числа a ' Uv , такие, что при т, п ->■ о о  имеем:

a )  l i m ]  *  '  f l i m  ) "
b )  l i m  \ amnfxv—  cCf.LV j =  l i m  |  \ ^mn/iv—  a'fiv\ — 0 ,
c )  r- l i m  J fx—Q r- \ i m  J v=0

причем в случаях b) и с) N =  0.
Л е м м а  3. Если матрица 1 2Г =  (amnuv) суммирует все огра

ниченные (b-сходящиеся к нулю) последовательности, то для каж
дой ограниченной (b-сходящейся к нулю) последовательности
{U u v)  справедливо соотношение

Üm ^  ümnfxvU(iv =  CLfivUfiv 
m,n-+  оо fx,v ta,v

где а [xv— lim amnfiv-
m ,n  oo

Леммы 1—3 можно найти у Гамильтона [14], а случай Ь) лемм 
1 и 2 уже у Робисона [15].

Пусть В =  {fimriuv) — произвольная матрица, определяющая 
при помощи преобразования типа (5) некоторый метод суммиро
вания рядов. Относительно матрицы В нас интересует следующая 
лемма.

Л е м м а  4. Матрица В =  ( p mntu v ) :  а) суммирует, Ь) ограни
ченно суммирует, с) вполне суммирует все r-сходящиеся ряды 
тогда и только тогда, когда 2

1 | AfAvftmni.lv | М. (/71, П ^  N) ,
fi,V

а )  l i m ]
2° при т, /г->оо существует b) l i m  1 fimnfiv (,u,v =  0, 1, 2, .),

с )  г - l i m  J
причем в случаях Ъ) и с) N — 0, а в случае а) сходимость ряда 

| A^vftmnuv | требуется для всех пг, п =  0, 1, 2,

1 Треугольная или нет.
2 Здесь

Afivfimnfiv — fimnfiv — Р mn,fi—\ ,v  — Pmn(i,v—\ -f- Ртп,[Л—\ , г —\ ,
причем положим

ftmn,—\,v  =  mn(i,—\ — fimn—1,—1 ~  ®•



При этом сумма каждого r-сходящегося ряда сохраняется 
тогда и только тогда, когда

lim ftmnixv =  1 (ju,v =  0 , 1, 2, .). 
m , n - >  с о

Лемма 4 принадлежит Нигаму [16].

§ 3. Основные необходимые условия

1. М е т о д  н а х о ж д е н и я  о с н о в н ы х  н е о б х о д и  
м ы х  у с л о в и й  д л я  м н о ж и т е л е й  с у м м и р у е м о с т и .  
Пусть й ' — некоторый класс двойных последовательностей, а 
А ' — класс всех тех рядов, которые преобразуются нормальной 
матрицей А = ( a mnfjlv) в последовательности класса Й' Наконец, 
пусть В' — один из классов всех В -, Вь- или Б г-суммируемых 
рядов.

Согласно определению множителей суммируемости, величины 
epv являются множителями суммируемости типа {%', В') только 
тогда, когда для всех рядов (1) класса А ' ряды

^ pmnxiexkUxi (m, « =  0, 1, 2, .) ( 12)
*,я

сходятся, так же как последовательность их сумм.
Используя соотношение (10). мы найдем:

k,i k,i
2 P mn*>M.Uxx =  2 c Z x U ’xX (k, 1 =  0, 1,2, .), (13)

x , X - o  x ,  X— о

где
k,l

cZ lx =  $™ny.v£iivlnvx).
/ H , V = X , X

Соотношения (13) показывают, что для сходимости рядов ( 12) 
необходимо и достаточно, чтобы треугольные матрицы {cZx?) 
суммировали все последовательности класса й'

Обозначим через й" подкласс класса й' состоящий из тех 
последовательностей 1 {(/'*;.} класса й', при которых имеет место 
соотношение

Н ш  С т п х Я U  х Х  = =  C x X U  х Х  { С х Х  =  H m  С т п х Х )
т , п  -*■ оо ^  ^  т , п - * - о о

х ,  X х ,  Я

1 Не обязательно из всех.
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для каждой матрицы (стпхх), суммирующей все последователь
ности подкласса Й" Если Ш'**} е й", то, перейдя в (13) к пределу 
при k, /->  оо, мы получим:

ftmnxX&xXUxX — CmnxXU'хХ (М> /2= 1, 2, .), (14) 
*> '• х, X

где
1 • тпСтпхХ — ИГЛ СыхХ

&,/-*■ оо

Из (14) вытекает, что для того, чтобы величины e^v служили мно
жителями суммируемости типа (St', В ') ,  необходимо, чтобы мат
рица (СтпхХ) суммировала все последовательности подкласса й" 
Согласно понятию подкласса Й" из (14) при т, оо мы 
найдем:

H m  ^  f t m n x X S x X U x X  =  С х Х  U x X  > ( 1 5 )
т, п -¥ ос

х ,  X х ,  X

причем
СхХ= lim СтпхХ, {и'хх} ей" 

т , п - * -  оо

Предположим, с одной стороны, что подкласс й" содержит все 
последовательности {axX^v) {ju, v =  0, 1, 2, .) и, с другой сто
роны, что матрица В удовлетворяет условию

lim f t mnf iv  =  1 ( /^ ,  v  :=  0 ,  1, 2 ,  ) .  
т ,п -+ с о

Тогда, ввиду (9), из (15) при Uxx =  õxXfxv,

л . _/ 1, если х =  ju, X '=  v
O x/.uv  —  < п  “( 0 в ост. случаях 

и вытекает искомое необходимое условие
оо

£[iv =  CxXCLxXfxv,

х ,  X = [ t ,  v

где СхХ= lim стпхХ, а матрица (стпхх) суммирует все последо- 
т,п~*  оо

вательности подкласса Й"
Предыдущие рассуждения применимы и в случае множителей 

суммируемости типа (Л', В '), причем полученные выше формулы 
остаются справедливыми для множителей суммируемости типа

1 2



(А', В '), если в них заменить Uxx через ихх и ^гхХ  через rjuvxX- 
В частности, вместо соотношения (15) мы получим:

l i m  f t m n x X ^ x X U x X  =  С х Х  U ' x X ,
т ,п -+  о о

х , Х  х , Х

откуда при UxX =  dx?^v, т. е. при «*;. =  Дххдххцг вытекает условие
о о

A(j.v&[xv =  ^  CxXttxXfxv 
х ,  Х = [л ,  v

необходимое для множителей суммируемости типа (А ' В')
Таким образом, оказывается справедливым следующее пред

ложение.
Т е о р е м а  1. Пусть W  — класс двойных последовательно

стей, преобразующихся нормальной матрицей Ж =  {amn(iV) в по
следовательности некоторого класса й'  а В' — один из классов 
всех В-, Вь- или Br-суммируемых рядов. Предположим, что опре
деленный выше подкласс й"  класса й'  содержит все двойные по
следовательности {axXav} (ju, v =  0, 1, 2, .), а матрица В =  
=  (fimnfiv) удовлетворяет условию  l im ^ тп(1у=  1 (ju,v =  0, 1, 2, .)

т ,  п  -»■ о о

Тогда для того, чтобы величины eUv были множителями сумми
руемости типа (Ж' В '), соответственно (А ' В '), необходимо вы
полнение условия

ос

C x X C L x X /x v , 

х , Х  =  [А, v

соответственно
оо

Д[лу£(лу =  C x X C L xX f iv  1 

х ,  X —  [ i ,  v

где СхХ — Hm CmnxX, а матрица (стпхх) суммирует все последова-
т, п-*оо

тельности подкласса й"
2. О с н о в н ы е  н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  в с л у  

ч а я х  А' =  А 0 и А' =  А ь. Применим теорему 1 к множителям 
суммируемости типов (Жо, В '), (А0, В') и (Жь, В '), (Аь, В '), где В' 
по-прежнему один из классов В-, Вь- или 5 г-суммируемых рядов. 
В рассматриваемых случаях классом Й' является класс ограничен
ных, соответственно ö-сходящихся последовательностей. Согласно 
лемме 3, в качестве подкласса й" можно взять сам класс ограни
ченных, соответственно класс 6-сходящихся к нулю последова
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тельностей. В обоих случаях из условия 1° лемм 1 и 2 для произ
вольных фиксированных k, I вытекает 1 

k , i

^ \ с тпх ) .\К М  ( т ,п ^  АО,
х, I = О

откуда при т, п -^ о о  заключаем
оо

2  I Ш  I <  °°*
X,  А

Теперь из теоремы 1 без труда получаются следующие пред
ложения.

Т е о р е м а  2. Пусть матрицы Ж и В удовлетворяют усло
виям

| ü m n / x v  | M/xv (pl, Я 0, 1, 2, .), lim f t m n U V  =  1.
m, ti —*oo

Тогда для того, чтобы величины ê v были множителями сумми
руемости типа (Жо, В '), соответственно (А0, В '), необходимо вы
полнение условия

оо

C x / . C l x k f x v ,  | С х).  | < С  ° ° )

x , X  —  n , v  х ,  к

соответственно
00

Д /nvB/uv  =  C x X d x X f i v , | С хХ  | < С  ° ° *

x , X  =  [ i , v  А

Т е о р е м а  3. Пусть матрицы Ж и В удовлетворяют усло
виям 2

b~lim amnfJiy — 0* lim fimnfxv — 1 ■
m, п -ьсо  m, n-+oo

1 Ради удобства дальнейших применений леммы 1 и 2 сформулированы  
для треугольных матриц. В общем случае условие 1° лемм 1 и 2 гласит:

(JL, V

вследствие чего наше заключение остается справедливым и тогда, когда мат
рица (стпХ) ) не треугольна.

2 Под символом
Mirn S mn =  О

т ,  п  *♦ оо

подразумевается
lim S mn — 0, S mn =  0(1) (m, я =  О, 1,2, . . . ) .  

т ,  п - + э э

14



Тогда для того, чтобы величины e^v были множителями сумми
руемости типа (5Г6, В') соответственно (Аь, В '), необходимо вы
полнение соответствующих условий теоремы 2.

§ 4. Ограничения, накладываемые на матрицу 21

1. О б щ и й  в и д  о г р а н и ч е н и й .  В предыдущем пара
графе были выведены основные необходимые условия для того, 
чтобы величины e^v служили множителями суммируемости неко
торых типов. Полученные необходимые условия являются общими 
в том смысле, что они, имеющие место для всех матриц В, у кото
рых lim fimnixv =  1, не зависят от специального вида этих матриц.

т, п -* о о
Этой общностью и объясняется тот факт, что названные условия 
достаточными, вообще говоря, не являются. Чтобы получить точ
ные, т. е. необходимые и достаточные условия, будем наклады
вать на матрицу 21 некоторые более сильные ограничения. Эти 
ограничения бывают двух типов и выражаются соответственно в 
виде следующих условий:

\U kmn\*CM0 (т ,п =  0 , 1, 2, .), если 1 { tV } e ä l0) (16)

6-lim Umn=  0 равномерно по k, I, если {и ^ г}е Щ у (17)
т , п - * о о

где
k, I

U тп == &тпЦУ Utav (̂ > I )̂»
[ЛУ = 0

а через 21° обозначен класс последовательностей, 21*-суммируемых 
к нулю.

В некоторых случаях выполнение условий (16) и (17)~ непо
средственно проверяемо. Например, для метода суммирования 
взвешенных средних арифметических (R, ртп), элементы матрицы 
которого определяются формулой

Г Рv-v ^_ I 7f — при //, v <  т, п
dmnpLV — < ‘ тп

I 0 при /л^> т или v >  п или ju, v ]> т, п,

где {p/nr} — данная последовательность отличных от нуля чисел, 
таких, что

т, п

Ртп == Pt*v Ф 
(I, v=0

можно установить следующее предложение.

1 Постоянная М 0 зависит, вообще говоря, от { V ^ v}.
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Т е о р е м а  4. Метод (R , pmn) удовлетворяет условию  (16), 
если

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению метода (R, ртп) ,

Так как | U'ы | <  К при I Uuv} е210, то первая часть теоремы 4 не
посредственно следует из (18)

Пусть теперь iU^v) 6 St?. Задавшись произвольным числом 
s >  0, выберем число L настолько большим, чтобы при k, I >  L 
выполнялось неравенство

Если же условие k; / >  L не выполнено, если, например, / <  L, 
то на основании 2° можно выбирать число N  так, чтобы для всех 
/ L имело место неравенство

где К  ^  | U'ia | {k, 1 =  0, 1, 2, .). Поэтому из (18) вытекает 
справедливость неравенства (19) также при / <[ L, если т ,  п >  N  
Аналогично рассматривается случай k <  L.

Тем самым и вторая часть теоремы 4 доказана.
П р и м е ч а н и е .  Из лемм 2 и 3 следует, что условия 1° и 2° 

теоремы 4 выполнены, если метод (R, ртп) сохраняет класс по
следовательностей, 6-сходящихся к нулю.

1° \Р Ы\ (к, I <  т, п),
и условию  (17), если, кроме того,

m п

2° lim 2 } \P t* * \=  lim ~Б—  2 \P t* v \ =  °-
т, П-*- со  тп ^ _ 0 т ,п - +  ОО тп

мы имеем:
k, I

откуда
Т Jkl __ J JI
U  mn —  ~р U  kl>

tYi птп
(18)

где
U'ы =  U%.

Тогда из (18), в силу 1° следует

| Л | < е  (k, l ^ L ) . (19)
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2. О д н а  т е о р е м а  о с р е д н е м  з н а ч е н и и .  В тех 
случаях, когда установление выполнения условий (16) и (17) не
посредственно затруднительно, иногда оказывается полезной сле
дующая теорема о среднем значении, являющаяся распростране
нием на двойные последовательности одной теоремы Юрката и 
Пейеримхоффа [9].

Т е о р е м а  5. Если матрица 21 ■= (amnUv ) удовлетворяет 
условиям:

1° CLmnfiv фО,  — >  0 (0 <  /г, v <  т ,п ) ,

2° (0 O < A < m ) ,  4 ,  füüüü: >  0 (0 < ^ < г < и ) ,
a kvftv  a [A.l[iV

3° Afiv— >  0 (0 v<C.k, 1 ^ т ,п ) ,
a kltUV

то справедлива оценка

(20)
" у  00

где 0 <  г, / <  k, I <  m, я.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим, прежде всего, что, в силу 

тождества
ä—1, f—1 А—1 г—1

а тп00 __  ^ 7  д  a mn[*v , ^ 7  д  a mn(*l i ^ 7  ^  а тпЬУ |_ a mnkl
^ a blav ^ а ыш a llkl00 ukl[xv uklfM uklkV a klkl

Ц, v- 0  Ц—0 v=o

из условии теоремы вытекает
а тп00 

a kl0 0
> 0 .

Согласно условиям 1°—3°, при помощи преобразования Абеля- 
Харди мы находим:

U kl I —т п  ----

k, I
а2 lkl[lV

h—1, l—1 k—1
(Л, V=l0

<  У  А*. I UST I +  V  4 ,  I u f f  I +
^  a klflV ^  a klUlV-0 [i~o

l- 1
, V 7  . a mnkv \ TjkV \ , a mnkl I » jkl

2 j  d v  ~a------ ^ I U k l  \У~  --------I U k l^  klkv a klkl
V=Q

2 TRÜ toimetised nr. 46 17



откуда, ввиду тождества, приведенного выше, следует

! Л 1< ^ 0К * Ч  (2!)
а ыт ‘

где k\, U определяются равенством

i Ukk\h | =  max j Uil  ,

и, следовательно, 0 <  k\, U k , l.
Применив оценку (21) к сумме Ul}1' и повторив такой про

цесс s раз, получим вместо (21) оценку

!Ä | < ^ -| ^ tlZs+1L (22)
' a k s ls00 1 I

причем
т, п >  k, I >  k\,h  >  >  ks, ls >  k^ i, ls+1 >  0.

Ввиду последних соотношений, при некотором s обязательно дол
жно соблюдаться равенство

ks ks-\-1 i, ls ŝ\ 1 j '
Вследствие этого, из (22) и вытекает оценка (20).

Применим теорему 5 к методу суммирования Чезаро (С, а, р) 
[17], элементы матрицы которого определяются формулой

а - \  АР - \
___ n m—( i n —v Л а _____(а-\-т\

t tmnftv —  д —  \  т )
А А?  л тп п

Так как имеем:
a mnfxv (1 —  а ) ( т  —  k)  a mn[AV

л

А *

Л г

I [IV

a klfXV (*)(т  Iй  “Н а 1) a klflV 7

a mn(xv __  ( 1 — /9) (tl —  /)____  а тп[1У
Ч щ г  ~  ( l - v ) ( n - v - \ - p - \ )  a m v  ’

mnfiv __  (1 — « ) ( 1  — f i ) ( m  —  k ) ( n  —  /)_________  a mnfiV
lki[iv (Ä —  v ) ( m — il  +  а — 1) (n — V +  /? —  1) a klfXV

то при 0 <  a, fi <  1 условия теоремы 5 выполняются и, тем самым, 
справедлива оценка (20), где

а тп00 . (а  -I- i) (/? +  j )

и, следовательно,

18

l ijoo («  -j- т ) { р  -j-  п )  

а тп00 <  1 (23)
ijOO



Из (20) и (23) заключаем о выполнении условия (16). Пока
жем, что при 0 <  а ,  /? <  1 выполнено и условие (17)

В самом деле, пусть е Задавшись произвольным
s >  0, можно найти такое /, что для всех i, / >  /

Тогда из (20), в силу (23), следует

\иЧ„ | < €  ( ; , ; > / ) .  (24)

Если же условие г, / >  /  не соблюдается, например, если
i <  /, то можно выбирать число N  так, чтобы для всех /  <  /  
имело место неравенство

а тпС0 \  л г\—---- < - j?  {п>  N),
ijQO Л

где К >  | И'ц | (г, / =  0, 1, 2, .) Поэтому из (20) вытекает 
справедливость неравенства (24) также при j <  /, если N. 
Аналогично рассматривается случай / < / .

Тем самым установлено выполнение условия (17) при 0 < а ,  
1.

При помощи рассуждений, аналогичных тем, которые мы при
водили в настоящем пункте, можно проверить выполнение усло
вий (16) и (17) также при 1 а =  0, 0 <  /? <  1 или 0 <  а <  1, /? '=  0 
или а  =  р =  0. Таким образом, мы пришли к следующему пред
ложению.

Т е о р е м а  6. Метод (С, а, в) удовлетворяет условиям (16) 
и (17), если 0 <  а ,  £ <  1.

§ 5. Множители суммируемости первого рода

1. Т о ч н ы е  у с л о в и я  д л я  м н о ж и т е л е й  с у м м и  
р у е м о с т и  п е р в о г о  р о д а .  Покажем, что необходимые 
условия для множителей суммируемости первого рода, данные 
теоремами 2 и 3, являются также достаточными, если ограничи
ваться матрицами подчиненными условию (16).

Т е о р е м а  7 Пусть матрица % =  (amn/jlv ) удовлетворяет 
условию  (16) и, кроме того,

| Q-mnuv | M/uv (tTl, /2 =  0, 1, 2, .),

1 Например, для проверки условий (16) и (17) при а — 0, 0 <  р  <  1 
целесообразно доказать аналог теоремы 5 в случае, когда <*mnuv — 0 при 
fi ф  m, Ф  0. Соответствующая оценка гласит:

\ г rkl I  ̂a mnm() . . .. , ^ ^ \
------- | U mj \  ( 0 < у < / < / 2 ) .

** m i mf)
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а матрица В суммирует (ограниченно суммирует, вполне сумми
рует) каждый вполне сходящийся ряд к его сумме 1 Тогда усло
вие \

оо

B(xv =  2  C x W x X n v , £  I Cxk I <  ° °  ^
* , Я =  /л, v х ,  Я

является необходимым и достаточным для того, чтобы величины  
e/tv были множителями суммируемости типа (21о, В) ( (2Со, Вь), 
(Яо, В г)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ввиду теоремы 2, для доказательства 
теоремы 7 достаточно установить полную сходимость ряда (3) 
при {UpvlGKo- Ряд (3) сходится (в смысле Прингсхейма), если 
для каждого заданного е >  0 найдутся такие числа К, L, чтобы

НеРаВеНСТВ0 | S,»» — Sw | <  £ (26)

имело место при всех пг, п^> k, I >  К, L, где
k, i

Su  =  2  Efiv и(XV 
4 (* ,v  =  0

Мы имеем:
m, п rrt, l

S mn — Skl =  vU (iv “1- £(IV U(iv =  I 4" II- (27)
(Л, V ~ 0 , /+1 ( l ,V = z k + l ,0

Из (25) и (16) следует:
о с  m ',n'  0 0

II = 2  c x  Z  a ^ r U ^  =  2  cxx {u % *  -  W S )
x ,  A = o , /+ l  <u *v —°-?+ 1 x , ) . = o , l - \ - \

< 2М0 ^ | с * я |  (m! =  min %, m \ n! =  min(A, ri\),

111 =

OO m ', r

C x i 2 /  U ( iv  

x ,X = k -(-1,0 l*< v = k -\-\,0

2  с м и :;1' -  u % )
ЭС) A=Ä+1,0

<  2M0 2 1 c*i I (^ =  min (̂ » *))•
x, Я=Л-И,0

1 См. лемму 4.
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Отсюда, на основании (27), и заключаем о выполнении неравен
ства (26).

Существование предела lim Ski вытекает из соотношения

если k ^  К. Аналогично доказывается существование предела 
lim S m.
/-►oo

Тем самым теорема 7 доказана.
Имеет место и следующая теорема, справедливость которой 

без труда вытекает из теорем 3 и 7

Т е о р е м а  8. Пусть матрица 21 =  (amnfiv) удовлетворяет 
условию  1 (16) и, кроме того,

а матрица В суммирует (ограниченно суммирует, вполне сумми
рует) каждый вполне сходящийся ряд к его сумме. Тогда условие 
(25) является необходимым и достаточным для того, чтобы вели
чины S/uv были множителями суммируемости типа (21*, В) ((21*,

2. П р и м е н е н и е  к м е т о д у  в з в е ш е н н ы х  с р е д 
н и х  а р и ф м е т и ч е с к и х .  Согласно теореме 4, для метода 
{R, рпш) условие (16) выполнено, если

Отсюда вытекает и второе предположение теоремы 7, касающееся 
матрицы 2Г.

Условие (25) в рассматриваемом случае гласит:

Формула (29) дает возможность найти все последовательности 
{Sfxv) множителей суммируемости рассматриваемого типа. Но 
часто перед нами стоит обратная задача, где требуется решение 
следующего вопроса: является ли заданная последовательность 

последовательностью множителей суммируемости рассмат
риваемого типа или нет. Чтобы найти возможность решения по

£-*оо 
m, I

b-lim amr4iv =  О,
т, п-*■ со

Вь), (9С6, Вг)).

Ры I <  М  I Ртп I (k, I <  т, п ) . (28)

оо

(29)

1 Достаточно выполнение неравенства (16) при { U ^ }  е
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ставленной задачи, видоизменим условие (29), исключая из него 
величины Сх).-

Ввиду условия (28), ряд, стоящий в правой части формулы
(29), сходится абсолютно. Поэтому из (29), с одной стороны, сле
дует

Покажем, что из условий (30) и (31) вытекает, наоборот, 
условие (29) В самом деле, обозначив

что допустимо ввиду (31), получим условие (29).
Тем самым, из теорем 7 и 8 заключаем справедливость сле

дующего предложения.

Т е о р е м а  9. Пусть — матрица метода (R, ртп), удовле
творяющая условию  (28), а В — произвольная матрица, которая 
суммирует (ограниченно суммирует, вполне суммирует) каждый 
вполне сходящийся ряд к его сумме. Тогда условия

необходимы и достаточны для того, чтобы величины tuv служили 
множителями суммируемости типа (9fo, В) ((^о, Вь), (9?0, В г)) 

Если, кроме того, матрица 91 удовлетворяет условию  lim Ртп —

откуда

(30)

и, с другой стороны,

(31)

где, в силу (30), двукратно применив формулу
•*, X

оо

X — fl

2° A - - l i m - ^  =  0
/Л,У -> оо

оо
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=  о о ,  то условия 1° и 2° необходимы и достаточны также для того, 
чтобы величины s^v были множителями суммируемости типа 
(9tö, B )  ( ( % , В Ь). (Я*, В г) ) .

3. П р и м е н е н и е  к м е т о д у  Ч е з а р о .  Согласно тео
реме 6, для метода (С, а, /?) предположения теорем 7 и 8, касаю
щиеся матрицы 21, удовлетворяются, если 0 <  а ,  /5 <  1, причем 
условие (25) гласит:

А *!' Л ?"'
S!‘v =  2 /  С*1 ' А р  ” ’ 2 \ СХ>- \ < ' С° '

x,k — ix,v х Л Xtx

Остается исключить из (32) величины сх)

Определим разности А “e/*v и A ^ s ^ v  формулами
оо

А а V T  Л —СС—1
s*v ’

X - f i .

оо

Л Г .Л и г  =

x , X = ( i , v

Ряды, стоящие в правой части этих формул, в силу ограничен
ности величин ери,- вытекающей из (32), абсолютно сходятся, 
вследствие чего справедливо соотношение

A af v et*v = z

Воспользовавшись формулой

* ' 5  =  - W ,
k,l-0

из (32), после несложных вычислений, мы найдем:

лаР г  _  сv v 

MV

откуда

2 \ A aii^» A ttJvetiV\ < 00
H,V

Кроме того, из (32) следует
r-\\m еру — 0 . (34)

оо
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Покажем, что условия (33) и (34) влекут за собой, наоборот, 
условие (32). Для этого используем следующую лемму, принад
лежащую Андерсену и передоказанную Бозанкет [2]:

Если lim =  0 и числа а\, а2 удовлетворяют условиям а\ >  О,
//—►со

«2 >  — 1, <*1 -}- 02 >  0 ,,то разности

Aa^ a*du и А а*[Аа'йЛr  m \ [х

существуют и равны друг другу.
Обозначив

fl V

где, в силу (33), JJT| | <  сю, и применив лемму Андерсена (от-
fX,V

носительно ju) при а\ =  а, а2 =  — а, что допустимо ввиду (34), мы 
получим:

./9 л—а c/xv
Л ^ у — Л ^

[Л V

Отсюда, применив еще раз лемму Андерсена (относительно v) 
при oti '=  яг =  — /?, мы найдем:

— я  c[ iv  \

в,“ - л ’  Г "  Г\ 0 V /
откуда и следует (32)

Теперь мы можем сформулировать следующее предложение, 
вытекающее из теорем 7, 8 и из асимптотической формулы

л « _  (|Ц +  1)а
Р Г ( а  +  1)

Т е о р е м а  10. Пусть Й — матрица метода (С, а, /?), 0 <  а, 
р <  1, а 5  — произвольная матрица, которая суммирует (ограни
ченно суммирует, вполне суммирует) каждый вполне сходящийся 
ряд к его сумме. Тогда условия

г  2 > + i » + 1>,s AUP < о о  ,
fi,V

2° r-\\m Sfxv =  0 
[i,v-+ oo

необходимы и достаточны для того, чтобы величины служили 
множителями суммируемости типов (£0, В) ( (Й0, Вь), (Й0, В т) ) 
или (Йй> В) ( (£ 6, Bft), (Й6, Б г) ) .
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§ 6. Добавочные необходимые условия для множителей 
суммируемости второго рода

1. М е т о д  н а х о ж д е н и я  д о б а в о ч н ы х  н е о б х о 
д и м ы х  у с л о в и й .  В § 3  установлены основные необходимые 
условия, не зависящие от матрицы В, для множителей суммируе
мости первого и второго родов. Оказывается, что для того, чтобы 
получать точные условия для множителей суммируемости второго 
рода, к основным необходимым условиям нужно прибавить еще 
некоторые добавочные необходимые условия, существенно зави
сящие от В. Изложим метод для вывода этих добавочных условий.

Будем рассматривать множители суммируемости типа (Л', В')> 
где по-прежнему А ' — класс рядов, преобразующихся нормальной 
матрицей A = ( a mnnv) в последовательности данного класса й', 
а В' — один из классов £-, Вь- или Б г-суммируемых рядов. В 
дальнейшем будем предполагать матрицу В треугольной.

При помощи (8) легко вывести соотношение
т ,п т,п

@тпх7ЛхХИхХ — dmnxXU'xl, (35)
х, 7.—0 х, А=0

где
т, п

d m n xk  = =  2 Т @  tnnfJ-V^fxy^fiVxX (36)
(J.V—X, X

Из (35) следует, что для того, чтобы величины e^v служили мно
жителями суммируемости типа (Л', В '), необходимо и достаточно, 
чтобы матрица (dmnxX) суммировала (ограниченно суммировала^ 
вполне суммировала) все последовательности класса й'

Обозначим через й '"  подкласс класса й', состоящий из после
довательностей 1 Ш 'хх) класса й' удовлетворяющих условиям

т

lim V  dmtexWxk =  У  d!xxlfxx U > N ) ,
т -►оо

х = о  х
п

lim У  dXnxXU’xx =  У  d!'xxU xi  (х >  N)
П - + С О

А=о А

для каждой матрицы (dmnXя), которая суммирует все последовав 
тельности класса й ' и при которой существуют пределы

d xх =  üm dmixx (Я >  N ), d"xх = lirr* dXnXx (н >  N). (37)
т -+ о о  /г —► оо

1 Не обязательно из всех.
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Предположим, с одной стороны, что класс й '"  содержит все 
последовательности {ctxXfiv} (ju, v =  0, 1, 2, .) и, с другой сто
роны, что существуют пределы

lim ftmv//v =z v , lim /?\ип/лу == @ (л, (38)
m -*• оо п-* оо

причем P'v не зависит от ,а, а (Зг\и не зависит от v. Тогда при 
Uxx =  õxifxv, т. е. при Uxi =  Axidxiiiv из (35) найдем:

ГПу п

Afiv (Ртп/луЕ/лг ) =  dmnxXCLxX̂ v , 
х ,  Я =  ц ,  v

откуда, в частности, при п =  v, т оо, соответственно при т<= ju, 
п оо получим:

оо

^'vAfxSuv =  d xvdxv/iiv (v ^  M), (39)
X =  (Л

QO

p"/j,AvSfxv =  d"fx/.dfiiftv (u  ^  A/-) . (40)
X =  v

Таким образом, оказывается справедливым следующее пред
ложение.

Т е о р е м а  11. Пусть определенный выше подкласс ЙЛГ/ 
класса й ' содержит все двойные последовательности {ах1цг) 
(ju, v 0, 1,2, .), а матрица В удовлетворяет условию  (38). 
Если, сверх того, существуют пределы  1 (37), то для того, чтобы ве
личины £fxv были множителями суммируемости типа (А '  Б ') , яе-
обходимо выполнение условий (39) гг (40), где матрица (dmnfn•) 
суммирует (ограниченно суммирует, вполне суммирует) все по
следовательности класса й '

2. Д о б а в о ч н ы е  н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  в с л у  
ч а я х  А' =  Ао и А ' •=■ Л*. Применим теорему 11 к множителям 
суммируемости типов (Ао, В') и (Аь, В') Здесь классом й' яв
ляется класс ограниченных, соответственно ö-сходящихся после
довательностей. Поскольку матрица (dmn̂ v ) суммирует все по
следовательности класса й', то она должна удовлетворять усло
виям леммы 1, соответственно 2. Согласно условию 1° этих лемм, 
имеем:

т, п

^  | dmnxl | < М  (т, я >  N ),
Х,). =  0

1 В случае В' =  Вг пределы (37) обязательно существуют.
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т п

J ?  | dmxy>. | <  М'- (л >  Л/), (* > N )
Х = 0  Х = о

для всех т, п =  0, 1, 2, Теперь, на основании известной тео
ремы Кожима-Шура [18] из теории простых рядов, нетрудно 
убедиться, что в качестве подкласса в обоих рассматриваемых
случаях можно взять класс последовательностей {U'xx} е 
при которых 1

lim £/'* ;.=  Hm U’xX =  0.
х - * э о  Я->оо

Чтобы установить условия, которым должны удовлетворять 
коэффициенты d'Хх и d"x)., рассмотрим отдельно случаи А' =  Ао  и 
А ' =  А ь.

1) В случае А ' =  А 0, задавшись в >  0, согласно условию 2° 
леммы 1 можно найти такое N' >  N, чтобы для произвольного 
фиксированного k < ^m  было 

k̂ ti

S , I dmnfjiv —  d u v  | <  £ (d f iv  =  H m  d mnfi,v) ,
tn, tl -»-oo

v=o

если tn, n >  N ' Отсюда при v =  n и m oo вытекает
к

| d!/xv —  dfxv | ^  ,

fX=0
если v ^  N ' Следовательно 2,

lim XJ | d!(xv —  d/xv \ =  0 .
v-*oc ^
v ^ N  V

Но, поскольку в силу условия 1° леммы 1 ^ \ d [ XV\<Cco t то

откуда

1 Достаточно рассматривать последовательности {^'х?.}  6 удовлетво
ряющие условию lim U ' — 0 ( X ^ N ) ,  lim (J'x} = 0  ( x ^ N ) .

x  oo Я -*■ со
2 Символ

lim S v — 0
v-*-oo
v ^ N

означает, что S v существует при v >  N  и

lim 6\, =  0 .
V —► оо
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lim V  | d'nv | =  О
v->co ■ 
v ^ N  t1

Аналогично доказывается справедливость соотношения 

lim У  | d"nv | =  0.
/и-*-со ^
l i > N  v

2) В случае А '  =  А ь, согласно условию 1° леммы 2, для произ
вольного фиксированного k т мы имеем:

k,n

2 \  dmnfJ-V | М  (т, n ^ N ) ,
[X, Vz=0

откуда при v =  п и т •->- оо вытекает
k

2 J \  d ' i i v \ < M  ( v > N )

fX=о
и, следовательно.

Кроме того, из условия 2° леммы 2, в частности, следует 
lim | dmv(xv — dfxv | =  0,

т, v -*• оо
откуда

lim dmvfxv =  0,
т, v -*• оо

так как lim d^v = Q.  Но поскольку существует предел 

d tuv =  lim d mvfxv (v ^  N),
m -* oo

то имеем:
lim d'av =  0.(XV

V-*- oo

Аналогично устанавливается справедливость условий

( / г > Л0 , Hm d ”nV =  0.
/л -*■ со

л о ^ е н и Т  И3 Те° ремы 11 без труда получаются следующие пред- 
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Т е о р е м а  12. Пусть матрица % ^ { a mn(iv) удовлетворяет 
условию

а матрица В  — условию  (38). Если, сверх того, существуют пре
делы  (37), то для того, чтобы величины suv были множителями 
суммируемости типа {Ао, В ') ,  необходимо выполнение условий 
(39) и (40), причем 1

Т е о р е м а  13. Пусть матрица % = { a mnfXv)  удовлетворяет 
условию

а матрица В  — условию  (38). Если, сверх того, существуют пре
делы  (37), то для того, чтобы величины e/xv были множителями 
суммируемости типа (А ь, В ') ,  необходимо выполнение условий 
(39) и (40), причем2

3. В заключение приводим еще одно необходимое условие для 
множителей суммируемости^ типа (А \ В ') . Это уеловие получается 
из факта, что матрица (dmnii V) должна суммировать (ограниченно 
суммировать, вполне суммировать) все последовательности класса 
£ '. Этот факт применяется к элементам dfxvfiv, которые, согласно 
(36), выражаются формулой

lim a mnfXV=  lim a mnuv =  0 , 
m —> oo n —► oon —►oo

v~^N t1

lim a mnnv  =  lim a mnfxv =  0,
m-*co « —►oo

lim d',,r =  0  ( v > N ) .

2 1 I <  M, lim =  0 ( n > N ) .

d /U V fX V  ----- P f X V / J . v S f j .V ^ f X V f X V

или, в силу ( И) ,

(41)

Таким образом, для рассматриваемых нами типов множите

1 Согласно лемме 1, в случаях В '=  Вь и В' =  Вг имеем N =  0.
2 Согласно лемме 2, в случаях В' =  Вь и В' — Вг имеем N  =  0.
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лей суммируемости второго рода при помощи лемм 1 и 2 нетрудно 
установить следующие необходимые условия:

(Ао, В): lim dfxv(xv =  ^i ^
[X, V оо

(Ао, Вь):Ь -lim dfjlvfxv =  0, (42Ь)
ОО

(А 0, Вг) ' г -lim dfxvfxv == 0, (42е)
и,V-* ос

(Л0, Я ) : I dftvfiv К  М  (JU ,V > N ), (43а)
(Л й, Б й) | < W v | < A J  U v = 0 ,  1, 2 , .)> ( 43b )

| dfxv/xv | (/̂ » v =  0, 1, 2, .). (43c)
lim dfxi/iv == lim d(xv(iv == 0,

oo v -*■ oo
(Л й, Б г) :

где dfxvfxv дается формулой (41).
Ограничимся доказательством условий (43а) — (43е). Условия 

(43а), (43ь) и первая часть условия (43е) непосредственно выте
кают из условия 1° леммы 2. В случае с) условие 2° леммы 2 дает:

т п
lim V  | dmvfxv — d'nv | =  lim J T  | dfxnfxv — d!'(xv | =  0, (44)

m-+ n-+ oo
(1=0 v=o

где d'(xv и d"/xv определяются формулами (37) при N =  0. Из (44), 
в частности, следует

lim | d mvmv  —  d ' mV | =  lim | dfxnfin d  /xn | == 0,
m -*• oo ti-+ oo

откуда и получается вторая часть условия (43е). если иметь в 
виду, что, в силу сходимости рядов

^  I d'fxv I > I d! !*v I >

вытекающей из условия 1° леммы 2, мы имеем: 

lim d*[xv == lim dn(xv — 0.
(X -*• OO V -*■ oo

Задачу, стоящую перед нами, можно теперь сформулировать 
следующим образом: в каких случаях необходимые условия, дан
ные теоремами 2, 3, 12, 13, являются, вместе с соответствующими 
условиями (42а) — (42е) и (43а) — (43е). также достаточными для 
множителей суммируемости типов (А 0, В') и (Аь, В '). В следую
щем параграфе мы решим поставленную задачу в случае мно
жителей сходимости.
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§ 7. Точные условия для множителей сходимости 
второго рода

1. М н о ж и т е л и  с х о д и м о с т и  д л я  Ао. Если В пред
ставляет собой матрицу метода сходимости, то предположения 
теорем 2, 3, 12 и 13, относящиеся к матрице В , выполнены, при
чем имеем =  =  1. Наложив на матрицу 21 ограничение (16), 
докажем следующее предложение.

Т е о р е м а  14. Пусть для матрицы % =  (amn̂ v) соблюдается 
условие (16) и, кроме тогб,

j CtmnyiV Mfxv (ш,П^=  0, 1, 2, .),
lim CLmn/xv== lim атпцг>== 0.

т оо п -* оо

Если существуют пределы (37), то для того, чтобы величины 
были относительно А 0 множителями: а) сходимости, Ь) Ь-сходи- 
мости, с) г-сходимости, необходимо и достаточно выполнение сле
дующих условий 1:

оо
1° A(iv£(jiv =  ^  Cxiax).iiv, У  | Суо. | <С оо, 

х, Х=/л, v х, X
ОО

2° ^  cPxvüxviiv (у N ) , lim ^  j d!xv| = 0 ,
r -* o o  ^
V>jV x

oo

2° Av£[iv =  ^  d"/xX /̂xXfiv (tu ^  N), lim | d"ц). | =  0,
(X -> oo

K=v ,«>JV

4° a) lim = 0 ,  b) b-lim - ^ -  =  0, c) r-lim — =  0.
[x,v-+co [I,v-+oo a/AVfxv [i,v-+ao al*-Vfiv

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий 1°—4° выте
кает из теорем 2, 12 и из условий (42а) — (42е). Для доказатель
ства достаточности условий 1°—4° исходим из получаемого при 
помощи преобразования Абеля-Харди соотношения

/Я , П

SfxvUf/y =  I --j- II —j— III -|- IV, (45)
[X,V=0

1 В случаях b) и с) имеем N  =  0. В случае с), кроме того, существова
ние пределов (37) необходимо.
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где
т—1т—1, п—1

I  —  ( A f i v S / i v )  U [ IV ,  П  =  { А ( Х ^ [ Л п )  U f i n i

[it v - 0  

n —1

(1=О

III — (AySmv) Umv, IV — Smn Umn-
v - 0

В силу условия 1° из теоремы 7 (при В г =  r -сходимость) сле
дует полная сходимость выражения I. Далее, ввиду условий 2° 
и (16). при n >  N  мы находим:

Ш'
j тГП П т тШ',П—1
^  хп и  Хп

[ 1—0

где т' =  min (х, т  — 1). Отсюда вытекает

lim II =  lim 11 =  0.
т,п^>сю п - усо

Сверх того, поскольку для любого натурального числа р при 
n > N  имеем:

т+р
£  ( 4 “ W  и  ЦП —  ^  d ! x n  2  a xn[xn и  ЦП

[i—т х=т ц=т
ОО

<  4 М 0 | d f x n  | (w" =  min (x, m - \-p )),

то
lim II =  0 (n >  N).

m -*■ o o

Аналогично доказывается, что

lim III =  lim 111=0,
m, n -* o o  m —► o o

lim III =  0 [m >  N).

Наконец, так как

dmnmn Umn  —  U mn K~/ mnu[ (46) 111 iii i >
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то, в силу (16), имеем:

IV 1 = &тптп C U |< 4 .A f 0

откуда, ввиду условия 4°, следует:

а) lim IV =  0, b) b-lim IV =  О, с) r-lirn IV =  0.
т ,п-+  оо т ,п -+  оо т,п-*-со

Теперь, ввиду сноски на стр. 31, из (45) вытекает: а) сходи
мость, Ь) 6-сходимость, с) r -сходимость ряда (4) при {U/xvjeWo, 
чем и совершается доказательство теоремы 14.

П р и м е ч а н и е .  Предположения теоремы 14 выполнены, 
если Ж является матрицей метода сходимости, т. е., если amnUv =  
=  дтпиг. Тогда из условий 1°—4° теоремы 14 мы получаем:

i° у . \  dftvSfiv

Д(Л&[ХУ = 0 ,
[ l , V

2° lim у
V -*■ со
v>7V (*

3° lim V
[X-*-  о о  
f i > N  v

4° а) lim e^v — 0, b) b-lim s^v =  0
(J.,V -*■ ос /u,v->oо

AvSfiv — 0 ,

с) r-lim s^v =  0 .
СО

Из условий 2° 3°, 4° а) и 4° Ь) следует, что условие 4° с) ока
зывается необходимым также в случаях а) и Ь). Далее, на осно
вании формул

о о о о

АцВцу — Av&fiv — Axv&xv,

справедливых в силу 4° с ) , условия 2° и 3° оказываются след
ствиями из 1°

Тем самым, из теоремы 14, в частности, вытекает известное 
предложение [19], по которому ряд (4) сходится, ограниченно 
сходится или вполне сходится для всех рядов ( 1) с ограничен
ными частными суммами тогда и только тогда, когда соблюдаются 
условия 1° и 4 °с).

2. М н о ж и т е л и  с х о д и м о с т и  д л я  Аь.
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Т е о р е м а  15. Пусть для матрицы % — (cimnuv) соблюдается 
условие (17) и, кроме того,

r-lim amnlblv — 0 (tu, v — 0, 1, 2 , .)> 
my n -*со

m, n

b-lim ^  атпцу =  1 •
m,n-*-co ^  v—0

Если существуют пределы (37), го для того, чтобы величины  
Bfxv были относительно А ь множителями: а) сходимости, Ь) Ь-схо- 
димости, с) r-сходимости, необходимо и достаточно выполнение 
следующих условий 1:

оо

1 A f t v B f i v  —  С х / . й х / . / л у , | Сх). | ^  °°>

х, A=iu, г у, Я
оо

2 AfxSf/v =  d!xvaxv(iv, j d  xv | lim d  xv — 0 (v ^  Af),
у-►со

X ~ ( X  У

oo

3 A vSfjiv=  d! (ü.ü(xX(iv, | d"fjiX | lim d  fx). =  0  (/^ ^  A/),
«-►oo

4° a)
a (lV[XV

Ц-+ oo/=*•’ /. ^

<. УИ (^, v >  TV), b) а) при N  — 0,

с) b) и lim — - — =  lim =  0.
(JL-+CO af*V(lV ooa V̂(XV

Д о кча з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий 1°—4° выте
кает из теорем 3, 13 и из условий (43а) — (43е). Для доказатель
ства достаточности условий 1°—4° используем опять соотноше
ние (45).

В силу условия 1°, из теоремы 8 (при Вг=  r -сходимость) сле
дует полная сходимость выражения I. Далее, ввиду условия 2°, 
при n > N  мы находим:

И| = 2 / d '
х  /л=10

А—1 тп' о о

^  I d  хп ClxnUn U (Xn\~\~  I d!Хп ÜXnJXnUu'  Utl I ,

х —о /Х~0 y = k  (Х=0

1 См. сноску на стр. 31.
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причем k фиксируем так, чтобы, согласно (17), для произвольно 
заданного е >  0 имело место неравенство

т'

ttxnfin U цп
f l —О

для х, n > k > N .  Тогда на основании условия 2° при п >  jV0 
будем иметь:

k—1 оо

| Н | < 2 Л ^ К * » 1 + 2 Л ^ И ' * я |< « ,
х=0 х=к

если выберем число No >  k настолько большим, чтобы было 
k—1

2  I d’*n I <  Щ- ПРИ п ^  °̂>
Х—0

где

VW0>  \U*L\,  если {<V}e3l<>.
Следовательно,

lim 11 =  lim 11 =  0 .
т ,п -* с о  п-ьоо  

t
Так же, как при доказательстве теоремы 14, можно убедиться, что

lim 11 =  0 (л>Л/).
WI-* оо

Аналогично доказывается, что
lim III =  lim III =  0,

т ,п -*оо  т-+ оо

lim III =  0 (т >  N).
п-*со *

Наконец, ввиду (46), из (17) вытекает
Ь -H m  Cl тптп U тп == 0. 
т, П-* оо

Отсюда, в силу условия 4° и неравенств ^

I | М  | а  тптп U m n  | ( t t l ,  t l  ^  А^),

| IV | <  4М0

заключаем:

а) lim IV =  0, b) b -lim IV =  0, с) г \\m IV =  0.
т,п-*- со т,п-+  оо т,п->  оо
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Теперь, ввиду сноски на стр. 31, из (45) следует: а) сходи
мость, Ь) 6-сходимость, с) r -сходимость ряда (4) при {(J/xv) .

Пусть, далее, {U/av}g причем — U. Обозначив
Vfxv —  Ufxv  — U ,  будем иметь

{ V a v )  6 % ь ,

вследствие чего соответствующий ряд ž  e^vV/xv, согласно дока
жу

занному выше, сходится в известном смысле. Но поскольку
т, п т,п

J ?  £tuvU//v =  ^  S/xvVfiv e00U ,

fx ,v= o  f*,v= О

то в том же смысле сходится и ряд Тем самым теорема 15
u,v

полностью доказана.
П р и м е ч а н и е .  В частности, если Ж является матрицей ме

тода сходимости, то из теоремы 15 вытекает известное предложе
ние [19], по которому ряд (4) сходится или 6-сходится (г-схо- 
дится) для всех 6-сходящихся рядов ( 1) тогда и только тогда, 
когда

| A[iv£(a.v | < С  00  ?

НУ
lim A fiS ^ v ^  Hm A vs^v =  0 (lim e,xv =  lim ejUV =  0).

V -* -C O  [Л.-+ОО u - > c o

3. П р и м е н е н и е  к м е т о д у  в з в е ш е н н ы х  с р е д  
н и х  а р и ф м е т и ч е с к и х .  Переходя к применению теорем 14 
и 15 к методу (R, ртп) убедимся, прежде всего, в существовании 
пределов (37) при N =  О, т. е. пределов

d 'x?, =  lim d m X x X ,  d'x)  =  lim d x n x X . 
m->oo n-+co

Согласно формуле (36), в случае множителей сходимости имеем:
т п

d m X xX  =  Е/хХ'О/хХхХ, d x n x k  =  Sxv^jxvxX-  (47)
f i —x  v —X

Существование пределов (37) вытекает теперь из легко про
веряемой формулы, по которой в случае метода (R, ртп)

‘П(лХхХ =  0  При /И > я 4 - 2 ,  r)xvxX =  о при ^ >  Я —(- 2.
Рассуждениями, аналогичными тем, которыми мы воспользо

вались при доказательстве теоремы 9, можно, в силу теоремы 4 
и примечания к ней, из теорем 14 и 15 вывести следующие пред
ложения. При этом Ro и R b обозначают классы рядов, ограничен
ных, соответственно ограниченно суммируемых методом (R, ртп).
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Т е о р е м а  16. Пусть метод (R, ртп) удовлетворяет условию  
(28) и, сверх того,

lim Рmn =  lim Р тп =  qq .
т-> со  п - усо

Тогда для того, чтобы величины e^v были относительно Ro множи
телями: а) сходимости, Ь) b-сходимости, с) r-сходимости, необхо
димо и достаточно выполнение следующих условий

D Л ÄfJ-V£n v
ЛГЦуАцг-------------

PfXV
оо

f i ,V

Нш =  И т =
,«->■00 Р [LV V-+0С РIAV

AfiZpv
lira У,

V ~ * -O Q

v> 7V

Р  [lv Ä [A
J fXV

=  lim
(U —► оо 

iV

PfJLV А  V
Av£fJLV

PfJlV

lim =  o ( v ^ N ) ,  lim ^ ^  =  0 (jb t^N ),
l -*■ OO V ->  oo

5° a) lim P/bLV—  =  0, b) 6-iim P wv^ = 0 ,
p n v {u , v —*■ o o  '/М, v-

c) r-lim P/2V —  =  0
fl,V оо J fXV

Т е о р е м а  17. Пусть метод (R, pmn) сохраняет класс после
довательностей, ограниченно сходящихся к нулю и, сверх того,

/'-lim Pmn =  оз.
m , п -+ о о

Тогда для того, чтобы величины e^v были относительно R b множи
телями: а) сходимости, Ь) b-сходимости, с) r-сходимости, необ
ходимо и достаточно выполнение следующих условий 1:

AfXV f̂XVГ 2
/ л ,  V

Р fXV А [ I V
JfXV

< с о  ,

AftVellV _  | - т  А ц у £ ц у  _2° lim
• OO V *♦ оо P(*v/Л-

П  А  4 * ^Г(XV Д у.—п----
P[iv

A v £f iv  

P/JV
2 \ p ^ A v

< Ж  (v>  ЛЛ), 

< Ж  /V),

1 В случаях Ь) и с) имеем N  =  0.
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4° lim 4 ^ -  =  0 (у >  дг) lim {(л> N)-,
( Л - * О Э  * ' - ♦ 0 0  PflV

5° lim lim Р ^ Л , — ^  =  0,
V-+ OO f*V U-+CO PfXV

6° a) ,wv
PjUV

[1-+CO

< / W  ( f i , v^tN) ,  b )  а )  п р и  Л/  =  0 ,

f.IVс) b) и lim Pfiv— =  lim
Pl*V у-VOO p(*v

=  0 .

П р и м е ч а н и е .  При дальнейших небольших ограничениях, 
накладываемых на (/?, ртп),  условия теорем 16 и 17 упрощаются.
Так, например, если Pnv^> 0 (ju, v =  0, 1, 2, .) то условие 4° 
этих теорем отпадает. Действительно, из условий 3° теорем 16 и 
17 вытекает существование предела

lim — -^  =  av (v >  iV).
( l - >  o o  P V V

Ввиду p^v >  0, согласно теореме Штольца, отсюда следует

lim
jU-> оо

blJLV =  а г { v ^  N ).

Pxv

X-O

Если предположим, что при некотором сколь угодно большом 
значении v =  vo имеем av ф  0, то существуют числа rjo "> 0 и 
/щ), такие, что неравенство

p (ivr

справедливо для /и >  /л0. Поскольку это неравенство противоречит 
условию

( I V
*(ЛУ

Р (JLV
< Ж  (fx,v >  N ),

то должно быть av =  0(^ >  N ). Аналогично доказывается вторая 
часть условия 4°

3. П р и м е н е н и е  к м е т о д у  Ч е з а р о. Так как при ме
тоде (С, а, /?), с одной стороны,

„ —а — 2 » а  л—в — 2 л Я  
)]tUVX/„---  A fi—x A % A V_у Л я

и, в силу условий 4° теорем 14 и 15, с другой стороны,
| £(UV | ^  М (/и, v ^  W),
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то из (47) вытекает существование пределов (37). Остальные 
предположения теорем 14 и 15 выполнены, если 0 <  а, Д <  1.

Рассуждениями, аналогичными тем, которыми мы воспользо
вались при доказательстве теоремы 10, можно из теорем 14 и 15 
вывести следующие предложения. При этом Со и Сь обозначают 
классы рядов, ограниченных, соответственно ограниченно сумми
руемых методом (С, а, /?)• 0 < а ,  1.

Т е о р е м а  18. Д ля  того, чтобы величины s^v бьми относи
тельно Сомножителями: а) сходимости, Ь) b-сходимости, с) г-схо
димости, необходимо и достаточно выполнение следующих усло
вий ь

1 2 1 ( v + 1 ) > + 1  /  ! ^  | <  .
(X, г

2° lim ( * + l /  V ( M + l ) ‘, j ^ + 'e ^ j  =
V - +  СО

и

=  lim Y ( v + \ / \ ä ? +'e llv\ =  0,
( Х - +  ОО

V

3 r-lim (/x-f-l) (v -j- 1 Sur•— 0 .
fX, V -*• oo

Т е о р е м а  19. Д ля  того, чтобы величины sflv были относи
тельно Сь множителями: а) сходимости, Ь) b-сходимости, с) г-схо
димости, необходимо и достаточно выполнение следующих усло
вий :

1° 2 > + n's|<fl£+V|<<x>'
fX,V

2" (v +  1)-* У  (ft +  1)“  I V  I <  М,
I I *ft

(|“ +  1)“ 2  <” +  > / |  V  | <  М,
V

3° lim (V + lim (,u +  i ) « ^ +Ie^  =  o,
V -+СО [Х -+СО

1 Согласно теореме 18 множители сходимости, 6-сходимости и г-сходимо
сти относительно С 0  совпадают. Это можно также вывести из теоремы 5 ста
тьи [20], если в условии 2) взять а =  0 соответственно /9 — 0. Вместе с тем 
отметим, что при редактировании теоремы 5 статьи [20] вместо множителей
(т - \ -  \ ) а , {п \)Р  ошибочно написаны соответственно множители т а , пР ■
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4° a) ( j i+  \ ) a{v +  1 / | е ^ |< / И  N ), b) а) приЛ^ =  0,

с) b) и lim (11+  1) % „ =  lim ( v +  l)i% „ =  0 .
v - * c o  [ i - + o c

Случай b) теоремы 19 встречается у Мура [1], который из
учал множители ö-сходимости относительно Сь в общем случае, 
когда а и fi комплексные числа, вещественные части которых по
ложительны.
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SUMMEERUVUSTEGURITEST KAHEKORDSETE 
RIDADE PUHUL

Prof., füüs.-mat. tead. dr. G. Kangro

Geomeetria kateeder

Re s üme e

Tähendagu А', B ' teatavaid kahekordsete ridade klasse ja U^v 

rea ^  Ufiv osasummasid. Suurusi e«v (ju, v =  0,\, •) nimetame 

s u m m e e r u v u s t e g u r i t e k s  t ü ü p i  (2Г B ') , vastavalt 

(Л', B '), kui klassi A' iga rea puhul rida ^ е/лу Ujuv, vasta-

vait ^S/xviifiv kuulub klassi B' Juhul kui B' kujutab mingit koon
duvate ridade klassi, kõneleme k o o n d u v u s t e g u r i t e s t  %' 
vastavalt A' suhtes.

Olgu A normaalne summeerimismenetlus ja В — summeerimis- 
menetlus, mis on antud rida-jada teisenduse abil mingi maatriksiga 
{Ртпцу)'. kus lim f t m n f X V  =  1. Järgnevas mõistame klassi A ' all

m, n-*co
kas kõigi Л-tõkestatud või Лй-summeeruvate (s. o. tõkestatult 
Л-summeeruvate) ridade klassi, aga B ' all — kõigi 5-summeeru- 
vate, iVsummeeruvate või Br-summeeruvate (s. o. täielikult 
Л-summeeruvate) ridade klassi.

Nagu näitas põhiliselt P e y e r i m h o f f  [8—11], võib anda 
ühekordsete ridade puhul summeeruvustegurite jaoks tarvilikud 
tingimused, mis ei sõltu menetlusest B, kusjuures kitsendavatel 
eeldustel Л kohta osutuvad need tingimused kas vahetult või 
pärast menetlusest В sõltuva sobiva tarviliku tingimuse lisamise 
teatavatel juhtudel ka piisavateks.

Käesoleva artikli ülesandeks on Peyerimhoffi meetodi üldista
mine kahekordsetele ridadele. Et tarvilike ja piisavate tingimuste 
leidmine summeeruvustegurite jaoks on kahekordsete ridade vallas 
küllaltki raskepärane ülesanne, siis on Peyerimhoffi meetod oma
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lihtsuse tottu eriti kohane summeeruvustegurite uurimiseks kahe
kordsete ridade puhul. Siinjuures osutub, et tüüpi (А В ' )  sum 
meeruvustegurite korral lisandub põhilisele tarvilikule tingimusele, 
mis ei soltu menetlusest B, veel kaks täiendavat tarvilikku tingi
must, mis aga sõltuvad menetlusest B. Seepärast kujuneb tüüpi 
(A \ В ') summeeruvustegurite uurimine kahekordsete ridade vallas 
sisuliselt komplitseeritumaks kui ühekordsete ridade juures, mis
tõttu selle tüübi puhul piirdutakse käesolevas töös vaid koonduvus- 
tegurite vaatlemisega.

Tüüpi (2F, B') ja (А', B') summeeruvustegurite jaoks tarvilike 
tingimuste leidmiseks antakse töös üldine meetod, mis on rakenda
tav sõltumata klassist A' Juhtudel A' =  A0 (Л-tõkestatud ridade 
klass) ja A' =  Ab (/Vsummeeruvate ridade klass) tuletatakse 
tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et suurused e^v oleksid 
summeeruvustegurid tüüpi (%' B') või koonduvustegurid A r suh
tes. Neid tingimusi rakendatakse kahel juhul — kui A on kaalutud 
aritmeetiliste keskmiste, vastavalt Cesäro menetlus.



О РЕШЕНИЯХ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМЫ О ДВУХ
КРАСКАХ

Проф., докт. физ.-мат. наук X. Яаксок ч

Кафедра математического анализа

1. В данной работе дается постановка топологической проб
лемы о двух красках, определяется понятие решения этой проб
лемы, доказывается теорема существования решений и в связи 
с этим приводится способ построения решений.

Затем раскрывается простой механизм преобразования одного 
решения в другое и, наконец, вводятся понятия решения первого 
и второго вида. При помощи решений первого вида устанавли
вается тесная связь между топологическими проблемами о двух 
и о четырех красках, позволяющая рассматривать проблему о че
тырех красках как специальный случай проблемы о двух красках.

I. Топологическая карта

2. Объектом изучения в данной работе являются топологиче
ские карты.

Т о п о л о г и ч е с к а я  к а р т а  есть карта сферы, разбитой 
при помощи линий на конечное число областей. При этом мы бу
дем предполагать, что каждая область соприкасается по крайней 
мере с двумя смежными областями и имеет таким образом по 
крайней мере две у з л о в ы е  т о ч к и ,  в которых сходятся по
граничные линии трех или еще большего числа областей, но не 
соприкасается сама с собой.

Мы будем называть области топологической карты м н о г о  
у г о л ь н и к а м и  — (т — угольники, т =  2, 3, .) а общую 
пограничную линию двух смежных многоугольников между двумя 
последовательными узловыми точками — стороной этих много
угольников. Мы будем предполагать, что стороны многоугольни
ков не пересекаются с самими собой, а друг с другом — лишь в 
узловых точках.

Мы будем называть топологическую карту н о р м а л ь н о й ,  
когда из каждой узловой точки исходят три и только три стороны
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многоугольников. Впредь мы будем рассматривать лишь нормаль
ные карты.

3. П о р я д о к  топологической карты п мы определяем ра
венством

п =  N  — 3, (1)

где N  означает число многоугольников данной карты. Обозначим 
через N\ и N 2 соответственно число узловых точек и число сторон 
для карты п -го порядка. Не трудно убедиться в том, что

ЛГ, =  2 ( я +  1)
N 2 =  3 (/2 —j— 1 ) (2)

Возьмем какую-нибудь карту (лг —j— 1) -го порядка. Удалим там 
одну из сторон. В результате этого два многоугольника сольются 
в один, две узловые точки исчезнут, а число сторон уменьшится 
на три (одна сторона удалена, а оставшиеся попарно сольются). 
Наоборот, переходя от карты я-го порядка к первоначальной

карте (/1 +  1)-го порядка, число много
угольников увеличится на 1, число уз
ловых точек на 2, а число сторон на 3.

Значит, когда формулы (1) и (2) 
верны до порядка п (включительно), 
они останутся верными и для карт по
рядка (п +  1)

Нормальных карт нулевого порядка 
(п ■= 0) не больше одной, состоящей из 
трех двуугольников с двумя узловыми 
точками и с тремя сторонами (рис. 1). 
Итак, для п =  0 формулы действитель
но верны, значит, они верны для 
=  1, 2, 3, , т. е, для карт любого по
рядка.

Исключение п из формул ( 1) и (2) даст нам известное соот
ношение Эйлера

N +  N 1— N 2 =  2 (3)

4. Топологические карты распадаются, с одной стороны, на 
неприводимые карты и, с другой стороны, на приводимые карты.

П р и в о д и м у ю  к а р т у  мы определяем как карту, где либо 
можно найти пару смежных многоугольников, имеющих более 
одной общей стороны, либо такую сторону, удаление которой при
ведет к предыдущему случаю, либо, наконец, оба эти случая 
имеют место одновременно.

Мы определяем н е п р и в о д и м у ю  к а р т у  как карту, ко
торая не является приводимой. Согласно данному определению, 
неприводимой является карта нулевого порядка (рис. 1), а также 
карта первого порядка, состоящая из четырех треугольников 
(рис. 2)

Рис. 1.
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Кроме этой карты имеется еще другая карта первого порядка 
(рис. 3), которая является, очевидно, приводимой.

Не трудно отдать себе отчет в том, что, в частности, каждая 
карта порядка п^> 0, которая содержит двуугольник, является 
приводимой; точно так же является приводимой каждая карта 
порядка и >  1, которая содержит треугольник.

С другой стороны, следует отметить, что для приводимости 
карты не является вовсе необходимым существование среди 
многоугольников двуугольника или же треугольника.

Действительно, для получения приводимой карты С стоит 
взять какие угодно карты Сь С2 и связать их друг с другом при 
помощи двух или же трех соединительных линий (сторон обра
зующихся новых многоугольников) (рис. 4 и рис. 5)

На рис. 4 изображен случай приводимости с двумя линиями 
связи Lj, L2, а на рис. 5 — с тремя линиями связи L u L2, Ь3.

5. Для последующего важно приводимую карту разбить на 
ряд неприводимых карт.

Для этого мы поступим следующим образом. В случае приво
димости с двумя линиями связи L u L2 (рис. 4) мы разрежем эти
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линии на две части L /  L x"  и L'2, L2"  из которых L /  и Ь2 исходят 
из узловых точек, принадлежащих к С\, а L / '  и Ь2"  исходят из 
узловых точек, принадлежащих к С2. Соединим свободные концы 
L\ и L2 а также свободные концы L \"  и Ь2"  В результате мы 
получим две карты С\ и С2 , не имеющие друг с другом никаких 
связей. Назовем их с о с т а в л я ю щ и м и  карты С.

Аналогично мы поступим и в случае приводимости с тремя ли
ниями связи L\, L 2, L3 (рис. 5). Разрежем опять линии L x, L2, L$ 
на две части: L x', L x"; L2 , L2"; L3 L3"

Линии L x , L2 , L 3 о д н и м и  концами связаны с Сх, другие концы 
их свободны. Эти свободные концы мы соединим все вместе во

вновь образовавшейся узловой точке (Р i). Аналогично свободные 
концы линий L x" L2", L3"  м ы  соединим все вместе в другой вновь 
образовавшейся узловой точке (Р2) В результате мы получим 
опять-таки две составляющие карты С / и С2 данной приводимой 
карты С.

Нетрудно увидеть, что восстановление первоначальной карты 
С по ее составляющим СУ С2 происходит так: вновь разъединим 
бывшие свободные концы линий L\ L2 , L3', как и линий Li", 
L 2"  L3"  и  в н о в ь  соединим на местах разреза L ,' с L x", L 2 с L2r 
и L3 с L3"

6. Обозначим порядки карт С, С /  и С2 соответственно через 
ti, tiu п2 и выясним соотношения между ними, как в случае при
водимости с двумя, так и с тремя линиями связи. Рассмотрим 
сперва случай первый. Исходя из очевидного факта, что в первом 
случае число узловых точек карты С (N \ ) равно сумме узловых 
точек карт С /  и С2 (N /  N \ ' ) :

N\ =  N\ -j- N \"

и воспользовавшись формулой (2), мы получаем N\ =  2 (я +  1); 
N i' =  2 (п\ +  \ ) , N =  2 (п2 +  1), откуда 2 (п +  1) =  2 {пх +  1) 4 -

2 (п2 —[- 1), или п =  ti\ -|- ti2 —[- 1 (4)
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Рассмотрим теперь второй случай. Во втором случае каждая из 
составляющих имеет по одной узловой точке (Р\ или же Р2), ко
торой нет у С (п. 5). Следовательно, теперь

N \- \-2  =  N \ - \ -  N \"  откуда, как нетрудно увидеть, следует, что

п =  п\ +  п2 (5)

Во втором случае очевидно щ >  1, п2 >  1. Поэтому, на осно
вании формул (4) и (5), мы будем иметь как в первом, так и во 
втором случае неравенства

п >  П\, п ^> п 2 (6),

т. е. п о р я д о к  к а ж д о й  из  с о с т а в л я ю щ и х  н и ж е  
п о р я д к а  п р и в о д и м о й  к а р т ы  С.

Когда обе составляющие С\ и С2 неприводимы, то мы достигли 
уже желанной дели, т. е. разбили приводимую карту С на непри
водимые составляющие, причем порядок каждой из них ниже по
рядка С.

Если же одна из составляющих или же обе они приводимы, то 
к приводимой составляющей мы применим тот же самый прием 
разложения на новые составляющие, с приводимой новой состав
ляющей продолжим то же самое и т. д. и т. д., до тех пор, пока 
все приводимые составляющие не окажутся разложенными на 
неприводимые составляющие. Этот момент непременно наступит, 
так как каждый этап разложения ^связан с понижением порядка 
составляющих, а поэтому процесс разложения не может продол
жаться без конца.

Таким образом мы приходим к заключению, что к а ж д а я  
п р и в о д и м а я  к а р т а  м о ж е т  б ы т ь  р а з л о ж е н а  н а  
к о н е ч н о е  ч и с л о  н е п р и в о д и м ы х  с о с т а в л я ю щ и х .

II. Топологическая проблема о двух красках

7 В связи с топологической картой мы сформулируем теперь 
топологическую проблему о двух красках следующим образом. 
Эта проблема состоит в том, чтобы окрасить при помощи двух 
красок: т и р  стороны многоугольников нормальной топологиче
ской карты так, чтобы 1) каждая сторона была окрашена лишь 
одной краской, либо краской р, либо краской т, и чтобы 2) из 
трех сторон, исходящих из любой узловой точки, одна сторона 
была окрашена краской р , а остальные две краской т.

Когда стороны многоугольников какой-либо карты действи
тельно окрашены согласно поставленным условиям, то мы гово
рим, что проблема для этой карты решена, или, другими словами, 
что мы имеем р е ш е н и е  т о п о л о г и ч е с к о й  п р о б л е м ы  
о д в у х  к р а с к а х  для данной топологической карты.

При наличии решения для карты порядка п из общего числа 
3 (м +  1) сторон ( /г +  1) сторон окрашены краской р и каждая
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из них изолирована от других, так как из каждой узловой точки 
исходит лишь одна /7-сторона.

2 ( п - \ - \ )  сторон окрашены краской т ,  ни одна из них не 
изолирована от других m-сторон, так как из каждой узловой 
точки исходят 2 m-стороны; там, где кончается одна сторона, 
начинается новая и где кончается последняя, начинается опять 
новая и т. д., пока мы не вернулись обратно в исходную узловую 
точку. А возврат этот неизбежен, так как число узловых точек 
ограничено и путь наш при следовании все время в одном и том 
же направлении не может привести нас снова к уже пройденной 
узловой точке, откуда исходят лишь 2 m-стороны, и обе они 
уже раз пройдены. Путь должен непременно кончиться т-сто
роной, приводящей к исходной узловой точке, которая осталась 
вначале непройденной. Значит, m-стороны образуют замкну
тую mm-линию без всяких завитков и петлей. Когда эта линия 
проходит через все 2(п-{- 1) узловых точек, то в нее входят все 
m-стороны и mm-линия является единственной. Например, 
в случае карты нулевого порядка (рис. 1) из трех сторон выберем 
какую-нибудь одну за р-сторону; тогда остальные две будут т- 
сторонами и образуют единственную замкнутую mm-линию.

Когда же имеется такая m-сторона, через которую не проходит 
полученная mm-линия,,— а это вполне возможно, как мы в этом 
убедимся ниже на простом примере, — то эта сторона принад
лежит другой замкнутой mm-линии, отличной от первой и, в 
силу нормальности карты, вполне изолированной от нее. Напри
мер, в случае карты первого порядка (рис. 3), состоящей из двух 
4-угольников и из двух 2-угольников, выберем за р-стороны об
щие стороны 4-угольников. Тогда стороны 2-угольников будут 
m-сторонами и образуют две замкнутые mm-линии.

Продолжая наши рассуждения, мы приходим к заключению, 
что каждая m-сторона принадлежит одной и только одной 
замкнутой mm-линии, mm-линии вполне изолированы друг от 
друга и не имеют никаких завитков и петлей. Число их ^  1.

8. Замкнутые mm-линии мы будем называть межзональными 
линиями, так как они позволяют все многоугольники карты рас
пределить на две зоны, которые, в свою очередь, могут распа
даться на части, изолированные друг от друга многоугольниками 
другой зоны.

Условимся именно считать два смежных многоугольника с об
щей m-стороною, принадлежащими разным зонам, один из них 
зоне I, а другой зоне II, причем безразлично какой из них мы 
отметим значком I и какой — значком II. Условимся дальше счи
тать два смежных многоугольника с общей р-стороной, принадле
жащими одной и той же зоне, либо зоне I, либо зоне II.

Нетрудно увидеть, что при наличие решения проблемы о двух 
красках для какой-нибудь нормальной карты стоит лишь один из 
многоугольников отметить одним из значков I или II, скажем, 
значком 1, и, в силу сделанного только что соглашения, каждый
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из остальных многоугольников получит уже вполне определенный 
значок; при этом никогда все три многоугольника, имеющие об
щую узловую точку, не получат один и тот же значок, но всегда 
два из них получат один и тот же значок, между тем как третий 
получит уже отличный от них значок. На рисунках 6 и 7 приве
дены два решения для одной и той же карты 5 порядка, причем 
одному решению (рис. 6) соответствует одна единственная меж
зональная линия с двумя нераспадающимися на части зонами; 
другому же решению (рис. 7) соответствуют три межзональные 
линии и каждая из двух зон распадается на две части. На рисун
ках 6 и 7 буква р отмечена одной черточкой: '  и буква т двумя 
черточками: "  Для наглядности m-линии проведены жирно.

На основании вышеизложенного можно с очевидностью про
блеме о двух красках дать другую формулировку, которая, одна
ко, эквивалентна первоначальной формулировке (п. 7), а именно: 
снабдить многоугольники данной нормальной карты значками I 
или II так, чтобы 1) каждый многоугольник получил один из этих 
значков и только один и чтобы 2) из трех многоугольников, имею
щих общую узловую точку, два получили бы одинаковые значки, 
а третий — отличный от них значок. Раз решена эта последняя 
проблема, то тем самым вполне определена и окраска каждой сто
роны: общая сторона двух смежных многоугольников с одинако
выми значками есть р-сторона, а общая сторона двух смежных 
многоугольников с разными значками есть m-сторона. При этом 
из каждой узловой точки будут опять-таки исходить одна р-сто
рона и 2 т-стороны.

III. О решениях проблемы

9. Займемся теперь изучением вопроса о существовании ре
шений для всякой нормальной карты, к тому же решений, удовле
творяющих одному из двух следующих начальных условий:
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1) произвольно выбранная сторона должна быть р-сторонои,
2) она должна быть m-стороной. Отметим, что из выполнимости 
условия 1) сразу же следует и выполнимость условия^2), так как 
из двух остальных сторон, исходящих из той же самой точки, что 
и сторона, которая должна быть m-стороной, стоит лишь одной 
стороне предписать, что она должна быть р-стороной, и когда это 
последнее условие выполнено, то остальные обе стороны, а значит 
и первоначально нами выбранная сторона, окажутся уже непре
менно m-сторонами. Ведь из всякой узловой точки исходит лишь 
одна р-сторона и две т-стороны.

Ввиду этого нам остается лишь доказать существование реше
ний, удовлетворяющих первому, более сильному начальному усло
вию.

Прежде чем приступить к формулировке и к доказательству 
теоремы существования решений, остановимся предварительно на

рассмотрении некоторых вопросов, имеющих значение при ходе 
доказательства названной теоремы.

10. Одним из этих вопросов является вопрос о понижении 
порядка топологической карты. Обычно понижение порядка на I 
достигается путем удаления одной из сторон двух смежных много
угольников, в силу чего эти два многоугольника D\ и D2 сли
ваются в один (рис. 8).

С другой стороны, как показано на фиг 9, понижение порядка 
на I достигается и путем проведения коридора вдоль общей сто
роны многоугольников Di и D2, в силу чего многоугольники Dx и 
D2 разъединяются друг от друга, но зато многоугольники D3 и Z)4 
сливаются в один многоугольник. При этом следует однако иметь 
в виду, что этот последний прием не всегда применим. В самом 
деле, в результате проведения коридора число сторон у много
угольников D\ и D2 уменьшается на 2, так как три стороны каж
дого из них сливаются в одну (рис. 9). Значит, если до проведе
ния коридора число сторон у того или у другого из них или же у
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обоих было 3, то после проведения коридора мы будем иметь дело 
уже с петлей (рис. 10), (либо с двумя петлями), где из угловой 
точки Р исходят лишь 2 стороны вместо трех и линия L не яв
ляется более общей стороной двух смежных многоугольников, но 
линией, всецело лежащей в одном и том же многоугольнике, 
так что к точке Р сходятся лишь два многоугольника вместо 
трех, причем один из них — «одноугольник» (D\) Таким 
образом после проведения коридора условия нормальности карты 
более не выполняются.

I

Поэтому в д о л ь  с т о р о н ы  т р е у г о л ь н и к а  мы бу  
д е м  в с е г д а  и з б е г а т ь  п р о в о д и т ь  к о р и д о р .

* Рассмотрим теперь случай, когда среди многоугольников D\ 
и D2 встречается двуугольник.

Когда D 1 и D2 оба суть двуугольники, тогда мы имеем дело с 
картой нулевого т. е. наинизшего порядка, и в целях понижения 
порядка карты нет надобности в проведении коридора (который 
дал бы две замкнутых линии, лишенных каких бы то ни было свя
зей между собою).

Когда же D\ есть двуугольник, а D2 есть m-угольник ( т  >  4), 
то проведение коридора между ними вызвало бы распадение дан
ной нормальной карты порядка п на новую нормальную карту 
порядка п — 1 и на замкнутую линию, лишенную связей с картой 
(п — 1) порядка. Ввиду того, что эта замкнутая линия с приле
гающими к ней с обеих сторон областями не является более нор
мальной картой, мы будем в данной работе при доказательстве 
теоремы существования решений избегать проведения коридора в 
рассматриваемом случае, исходя из точки зрения целесообразно
сти. С принципиальной же точки зрения такая операция вполне 
допустима.

Во всех случаях, наконец, к о г д а  ч и с л о  с т о р о н  у D \ 
и Z)2 >  4, н е т  н и к а к и х  п р е п я т с т в и й  д л я  п р о в е д е 
н и я  к о р и д о р а  н а  н е п р и в о д и м о й  к а р т е ,  н а  п р и 
в о д и м о й  ж е  — т о л ь к о  п р и  д о б а в о ч н о м  у с л о 
вии,  ч т о б ы  о т  э т о г о  ч и с л о  л и н и й  с в я з е й  м е ж д у  
к а к и м и  н и б у д ь  д в у м я  ч а с т я м и  к а р т ы  не  с т а л о  
р а в н ы м  е д и н и ц е .

Стороны этих коридоров будем отмечать при помощи непре
рывных линий, а сами коридоры называть коридорами с непре
рывными линиями.

4* 51



Следует отметить, что коридоры с непрерывными линиями не 
следует смешивать с коридорами с пунктирными линиями, рас
смотренными выше (п. 5). Те и другие различны как по образу 
их построения (одни — вдоль сторон многоугольника, другие 
же — через многоугольник), так и по некоторым присущим им 
свойствам (одни, например, устраняют некоторые узловые точки 
исходной карты, другие же — нет) и, наконец, по той роли, ко
торую они призваны играть в данной работе. При помощи кори
доров с пунктирными линиями мы разлагаем приводимую карту 
на ряд неприводимых карт, а посредством пунктирных линий, как 
сторон коридоров, мы производим согласование начальных усло
вий двух карт, примыкающих с той и с другой стороны к одному 
и тому же коридору с пунктирными линиями (п. 11 и п. 12). При 
помощи же коридоров с непрерывными линиями мы производим 
понижение порядка исходной неприводимой карты и преобразо
вание ее в приводимую карту (п. 12).

11. Вторым вопросом, которым мы займемся предварительно, 
является вопрос о переносе начального условия с приводимой 
карты на одну или же на несколько неприводимых составляющих 
карт (п. 6).

Пусть дана какая-нибудь приводимая карта и на ней задано 
начальное условие: произвольно выбранной стороне приводимой 
карты предписано, что она должна оказаться /?-стороной (сторо
ной с одной черточкой: ') , либо что она должна оказаться т-сто- 
роной (стороной с двумя черточками: " ) . Эту сторону мы будем 
называть с т о р о н о й  н о с и т е л ь н и ц е й  н а ч а л ь н о г о  
у с л о в и я .

Как показано в пункте 6, каждая приводимая карта может 
быть разложена на конечное число неприводимых составляющих, 
которые получаются последовательным образованием пар со
ставляющих.

Когда сторона-носительница начального условия на на
чальной приводимой карте не входит в число тех линий связи 
(2 или 3 линии), которые разрезаются для образования первой 
пары составляющих, то ясно, что эта сторона будет стороной лишь 
одной из составляющих первой пары.

Когда же рассматриваемая сторона входит в число указанных 
выше линий связи и, как таковая, будет разрезана на две части, 
то мы у с л о в и м с я  о б е и м  е е  ч а с т я м  п р и п и с ы в а т ь  
т о т  ж е  з н а ч о к  («'» л и б о  «"»), к о т о р ы й  и м е л а  
ц е л а я  с т о р о н а ;  точно так же мы у с л о в и м с я  с т о р о  
н а м ,  о б р а з у е м ы м  и з  ч а с т е й  д в у х  р а з н ы х  с т о  
р о н  с о д и н а к о в ы м и  з н а ч к а м и ,  п р и с в а и в а т ь  о б  
щ и й  з н а ч о к  и х  с о с т а в н ы х  ч а с т е й .

Благодаря сделанным только что соглашениям начальное 
условие переносится с начальной приводимой карты на обе карты 
первой пары составляющих, как в случае приводимости с двумя 
линиями связи (рис. 4), так и с тремя линиями связи (рис. 5),
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когда сторона-носительница начального условия является ли
нией связи и как таковая подвергается разрезу. Следует иметь 
в виду, что в случае 2 линий связи обе эти линии непременно од
ного и того же рода, либо обе — /?-линии, либо обе m-линии, как 
общие стороны одних и тех же двух смежных многоугольников. 
Отметим также, что свободные концы разрезанных линий связей 
мы соединяем при помощи пунктирных линий, которые являются 
таким образом сторонами образующегося при этом коридора 
(рис. 4 и рис. 5). Каждой паре составляющих карт соответствует 
коридор с пунктирными сторонами.

Считая значком пунктирной линии значок той линии, продол
жением которой она является, мы можем, на основании сделан
ного соглашения, очевидно, сказать, что в случае переноса на
чального условия с приводимой карты на обе карты одной и той 
же пары составляющих этой паре соответствует коридор с пунк
тирными линиями, значки которых удовлетворяют условию: 
д р у г  п р о т и в  д р у г а  л е ж а щ и е  п у н к т и р н ы е  с т о  
р о н ы  к о р и д о р а  и м е ю т  о д и н а к о в ы е  з н а ч к и .

Итак, мы разобрали вопрос о переносе начального условия с' 
данной приводимой карты на составляющие первой пары и выяс
нили, что это условие перейдет по крайней мере на одну из карт 
первой пары составляющих.

Когда карта первой пары, на которую перенеслось начальное 
условие, в свою очередь приводима, то начальное условие перей
дет с нее совершенно аналогично по крайней мере на одну из 
карт второй пары составляющих и т. д. Рано или поздно началь
ное условие перенесется наконец по крайней мере на одну непри
водимую составляющую или же на несколько неприводимых со
ставляющих карт из числа тех, на которые разлагается данная 
приводимая карта. Ведь по крайней мере обе составляющие по
следней пары неприводимы.

Теперь перейдем к доказательству основной теоремы о суще
ствовании решений.

12. Т е о р е м а .  В с я к а я  н о р м а л ь н а я  т о п о л о г и  
ч е с к а я  к а р т а  и м е е т  р е ш е н и е ,  у д о в л е т в о р я ю  
щее  н а п е р е д  з а д а н н о м у  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю .

Теорему мы докажем при помощи метода совершенной индук
ции. Для неприводимых карт нулевого и первого порядка (рис. 1 
и рис. 2) верность теоремы проверяется без труда. Кроме карт, 
приведенных на рис. 1 и рис. 2, не имеется других от них отличных 
неприводимых карт нулевого и первого порядка.

Допустим теперь, что теорема верна для всех неприводимых 
карт до порядка п (включительно) и докажем, что тогда она 
остается верной также для всех неприводимых карт порядка 
л + 1 , равно как и для всех приводимых карт до порядка 
п +  1 (включительно).

Остановимся сначала на случае, когда данная карта приво
дима и порядка п-\- 1. Докажем для нее теорему
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Такая приводимая карта, согласно п. 6, разлагается на конеч
ное число неприводимых составляющих карт, порядок каждой из 
которых ниже чем п-f- 1. Назовем эту систему составляющих си
стемой 5. Пусть на данной приводимой карте задано начальное 
условие. Согласно п. 11, это условие переходит, по крайней мере, 
на одну из карт системы 5, или даже на несколько из них. Для 
каждой из них, по сделанному допущению, существует решение, 
удовлетворяющее начальному условию. Мыслим эти решения по
строенными. Когда в системе 5 имеется г составляющих карт, на 
которые перешло начальное условие данной приводимой карты, 
то между ними существует г — 1 коридоров с пунктирными ли
ниями, значки которых удовлетворяют условию: друг против друга 
лежащие пунктирные линии каждого коридора имеют одинако
вые значки. В силу этого не представляет никакого труда по
строить решение для приводимой карты, составляемой из этих г 
неприводимых карт, предполагая известными решения для по
следних. Для этой дели стоит лишь все г — 1 коридоров уничто
жить, а соответствующие им линии связи восстановить в первона
чальном виде. Поступая так, мы получим одновременно как приво
димую карту С и составленную из г неприводимых карт, так и ее 
решение, вполне определяемое решениями этих последних и удо
влетворяющее очевидно наперед заданному начальному условию.

Когда система 5 состоит только из этих г неприводимых карт, 
то теорема этим доказана.

В общем случае в системе 5 имеются, кроме этих г карт, еще 
другие неприводимые карты. Из них по крайней мере одна имеет 
общий коридор с только что построенной приводимой картой Сь 
вообще же гх из них имеют такие общие коридоры с С\. Пунктир
ные линии с одной стороны коридоров принадлежат к С\, и каж
дая из них имеет таким образом вполне определенный значок 
(' или " ) , как это следует очевидно из наличия решения для 
карты Сь С другой же стороны коридоров расположенные пунк
тирные линии лишены пока таких значков. Снабдим их также 
значками.

Для этого условимся сделать это так, чтобы пунктирные ли
нии с другой стороны коридора имели такие же значки, какие 
имеют соответствующие им (т. е. противолежащие им) пунктир
ные линии с одной стороны коридоров.

Этим вполне определено начальное условие (либо /?-условие, 
либо m-условие) для каждой из этих гх неприводимых карт. Так 
как порядок каждой из них ниже чем п +  1, то, согласно сделан
ному в начале допущению, каждая из этих Г\ неприводимых карт 
имеет решение, удовлетворяющее только что определенному для. 
нее начальному условию. Мыслим эти решения построенными. 
Тогда, применяя тот же прием, при помощи которого мы по
строили Ci, исходя из г неприводимых карт, а также ее решение 
по решениям двух этих г карт, мы построим теперь новую приво
димую карту С2 высшего порядка, исходя из Ci и гх неприводи-
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мых карт, а также решение для С2 по решениям для С\ и для этих 
Г\ карт. Это решение очевидно удовлетворяет наперед заданному 
начальному условию. Значит, когда в системе 5 нет других карт, 
кроме этих г -{- гх карт, которыми мы уже воспользовались, то 
теорема доказана. Когда же в системе 5 имеются кроме них еще 
другие карты, то мы повторим наши рассуждения и построим но
вую приводимую карту С3 высшего порядка, а также решение для 
нее, удовлетворяющее наперед заданному начальному условию, и 
т. д. и т. д., пока не дойдем, наконец, до первоначально данной 
приводимой карты С0, для которой получим аналогично решение, 
удовлетворяющее наперед заданному начальному условию. Этим 
теорема доказана для всех приводимых нормальных карт до по
рядка п -)- 1 (включительно).

Остается таким образом доказать теорему и для всех непри
водимых карт порядка п -|- 1 (включительно), исходя из того, что 
теорема верна для всех неприводи
мых карт до порядка п (включи
тельно) и для всех приводимых 
карт до порядка п -j- 1 (включи
тельно) .

Пусть дана какая-нибудь не
приводимая карта порядка п +  1 
и пусть наперед задано на ней на
чальное условие. Согласно п. 9, 
мы можем ограничиться разбором 
случая, когда задано именно бо
лее сильное условие, т. е. р-усло- 
вие.

Пусть заданная р-сторона бу
дет общей стороной многоуголь
ников первой зоны (I) с номерами 
1 и 2 (рис. 11 и рис. 12) Обо
значим многоугольники, имеющие
общие узловые точки с многоугольниками № 1 и № 2, номерами 
3 и 4.

Вследствие того, что по нашему предположению рассматривае
мая карта (п-\- 1)-го порядка неприводима, многоугольники № 3 
и № 4 являются различными, несовпадающими друг с другом 
многоугольниками.

В силу налагаемого начального р-условия, общие стороны мно
гоугольников № 3 и № 4 с многоугольниками № 1 и № 2 должны 
быть m-сторонами, а сами многоугольники № 3 и № 4 должны 
принадлежать зоне II.

Нам следует доказать, что исходная неприводимая карта 
(п -}~ 1) -го порядка имеет решение и притом такое, что оно удо
влетворяет заданному р-условию (т. е. что в нем значками много
угольников № 1 и № 2 будут I : 1.1 и 2.1, а значками многоуголь
ников № 3 и № 4 будут II : 3.II и 4.II.

Рис. И.
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Для доказательства этого построим вспомогательную карту Сi 
при помощи проведения на исходной карте Со т  коридоров с не
прерывными линиями вдоль сторон (2m -\-k) — угольника № 1 
(т  ^  1, k =  2, 3), начиная, скажем, с многоугольника № 3 и при
водя его к слиянию с т  многоугольниками карты С0, смежными 
с многоугольником № 1, и притом так, чтобы многоугольники № 1 
и № 2 оставались смежными. С одной стороны этих коридоров 
располагается многоугольник № 1, с другой же стороны т  мно
гоугольников и притом различных, так как до проведения т  ко
ридоров они были смежными с многоугольником № 1 на неприво
димой карте С0. Но на неприводимой карте ни один многоугольник

не может иметь со смежным многоугольником более одной общей 
стороны. Поэтому число сторон ни у одного из этих т  многоуголь
ников не может быть меньше, чем 2, так как на С0 оно не может 
быть меньше, чем 4.

Аналогично нетрудно убедиться в том, что на карте Со много
угольник № 3 и т  многоугольников, приведенных с ним к снятию 
посредством m-коридоров с непрерывными линиями, различны, 
так что каждый из этих коридоров соединяет два несовпадающих 
друг с другом многоугольника.

Значит, проведение т  коридоров с непрерывными линиями 
вдоль сторон многоугольника № 1 на карте Со не расщепляет Со 
на отдельные части, лишенные линий связей друг с другом, и не 
порождает петель (п. 10). но Дает цельную новую карту С\.

Карта Ci нормальна, так как каждая узловая точка на С\ яв
ляется и узловой точкой на нормальной карте С0 и из нее на карте 
С\ исходит столько же сторон, сколько на карте С0.

Карта Ci порядка п +  1 — т, так как порядок у С0 п~\- 1, а 
проведение т  коридоров уничтожило. 2 т  узловых точек и пони
зило таким образом порядок на т.
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Порядок карты С j так как

л +  1 — m-^Ln (m 1).

Карта Ci приводима, так как многоугольник № 1 на ней имеет 
k сторон (6 =  2,3). Ведь на карте Со многоугольник № 1 был 
(2 m +  k) -угольником (т  >  1, k =  2,3), а в результате прове
дения т  коридоров число сторон уменьшилось на 2 т.

Теорема доказана выше для всех приводимых нормальных 
карт порядка до п +  1 (включительно), а значит и для рассмат
риваемой карты С\, которая, как мы только что видели, является 
приводимой нормальной картой порядка, не превосходящего п.

На основании этого мы можем быть уверены, что карта Ci 
имеет решение, удовлетворяющее произвольно заданному началь
ному условию.

Пусть начальное условие для карты Ci совпадает с начальным 
условием для карты Со, т. е. пусть и для Ci р-стороной будет об
щая сторона многоугольников № 1 и № 2. Такое предписание 
можно сделать, потому что коридоры были так построены, что на
званные только что многоугольники оставались смежными и на 
карте Сь Пусть и здесь значками многоугольников № 1 и № 2 
будут I 1.1 и 2.1, а следовательно значками многоугольников № 3 
и № 4-должны быть II : 3.II и 4.II. При этом следует иметь в виду, 
что многоугольник № 3 на карте Ci является расширенным по 
сравнению с многоугольником № 3 на карте С0, включая в себя, 
помимо этого последнего, еще т  различных многоугольников 
карты Со, приведенных к слиянию с ним посредством т  коридо
ров. Когда число сторон у многоугольника № 1 четное, расширен
ный многоугольник № 3 включает в себя и многоугольник № 4 
(рис. 11). при нечетном же числе сторон он простирается до мно
гоугольника № 4, имея с последним общую сторону. Эта сторона 
будет р-стороной, так как значки у смежных многоугольников 
одинаковы (II) р-сторона опирается обоими концами на много
угольники с одинаковыми значками, в данном случае этим знач
ком является I (рис. 12).

Значки для всех остальных многоугольников карты Ci даются 
решением для карты Сь удовлетворяющим только что описанному 
начальному условию. Для доказательства верности нашей тео
ремы для карты С0 нет надобности в том, чтобы упомянутое здесь 
решение для карты Ci было эффективно построено. Достаточно 
лишь того факта, что такое решение для карты Ci существует. 
Мыслим его построенным. Тогда, согласно определению решения 
(п. 8), при каждой узловой точке на карте Ci из трех многоуголь
ников, имеющих эту узловую точку общей узловой точкой, два бу
дут иметь одинаковые значки, а третий различный значок.

Остается теперь показать, как по решению для карты Ci по
строить соответственное решение для карты Со.

Для этого мыслим отмеченными на карте Ci значки много
угольников, дающие решение для карты Сь

5Г



Сохраним эти значки и закроем т  коридоров, проведенных 
вдоль сторон многоугольника № 1, заставив слиться противо
положные стороны коридоров. Этим будет восстановлена карта 
Со. Присвоим значок II каждому из т  -f- 1 многоугольников, вхо
дивших на карте С\ в состав расширенного многоугольника № 3 
и ставших теперь снова самостоятельными.

Каждый многоугольник на карте С0 имеет теперь свой значок. 
Нетрудно доказать, что система этих значков и даст решение для 
карты Со. В самом деле, для этого стоит только убедиться в том, 
что на карте С0 нет такой узловой точки, где все три примыкаю
щие к ней многоугольника имели бы одинаковые значки. Действи
тельно, этого не может быть в какой-либо узловой точке карты Со, 
которая является в то же время и узловой точкой для карты Сi, 
так как мы имеем дело со значками, определяющими решение для 
карты Сь а в случае решения все три многоугольника при одной 
узловой точке не могут иметь одинаковых значков. Этого не мо
жет быть и в какой-либо узловой точке карты С0, которая не яв
ляется в то же время и узловой точкой карты Сi (это — те узло- 
ные точки, которые исчезли при проведении т  коридоров и кото
рые, следовательно, восстанавливаются при закрытии коридоров, 
т. е. при переходе от карты Сх к карте С0) В самом деле, это так, 
потому что к каждой из этих 2 т  узловых точек примыкает с одной 
стороны многоугольник № 1 со значком I, а с другой стороны 
один из тех т-\- 1 многоугольников со значком II, на которые 
распадается при закрытии коридоров расширенный многоуголь
ник № 3.

Ввиду того, что карта С0 не имеет других узловых точек кроме 
только что перечисленных, мы приходим неизбежно к заключе
нию, что рассматриваемая нами система значков действительно 
представляет собою решение для неприводимой карты Со 
(ft-f-l)-ro порядка и притом такое, что оно удовлетворяет на
перед заданному начальному условию.

Этим теорема существования решения доказана для всякой не
приводимой и для всякой приводимой нормальной карты какого 
бы ни было порядка.

13. Доказанная только что теорема — конструктивного харак
тера. Мы не только доказали существование решений, но мы дали 
вместе с тем и построение такого решения по решениям состав
ляющих карт. Из хода доказательства теоремы существования ре
шений непосредственно вытекает с п о с о б  н а х о ж д е н и я  ре  
ш е н и й, который состоит, в сущности, в том, что задача построе
ния решения для данной карты приводится к совершенно анало
гичным задачам, но уже для карт, порядки которых все ниже и 
ниже.

Это достигается применением следующих операций:
1. задание начального условия для данной карты, причем, со

гласно п. 9, это условие можно считать /7-условием;
2. проведение коридоров вдоль сторон многоугольника, снаб-
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женного уже одним из зональных значков (либо I, либо II)', до 
тех пор, пока этот многоугольник не становится либо треугольни
ком, либо двуугольником;

3. разложение приводимой карты на неприводимые состав
ляющие (при помощи коридоров с пунктирными линиями), при
чем этот процесс можно считать произведенным по этапам: сна
чала разлагаем данную приводимую карту С i на пару составляю
щих Ci(1), С2(1), из которых Ci(1) неприводима; когда С2(1) при
водима, мы разлагаем ее в свою очередь, на пару составляющих' 
Cj(2)- С2(2), из которых опять-таки Ci(2> неприводима и т. д., пока 
наконец мы не дойдем до пары составляющих С i w . С2{к), где уже 
обе составляющие неприводимы;

4. определение начальных условий для составляющих С i (2)- 
Сi (3), C2(fc) по правилу значков для сторон коридоров с 
пунктирными линиями (п. 11) Пусть обозначения для составляю
щих выбраны так, чтобы С i (2) имела общий коридрр с C i(1). 
Ci<3>, — с Ci<2>, С i<*> — с Ci<k-1) и, наконец, С2(к) — с СИк) и 
чтобы C i(1) была носительницей начального условия, заданного 
для первоначальной карты. Тогда начальное условие для С i (i) 
определится сразу же, как только будут известны значки у сто
рон С являющихся сторонами коридора между и C i(i), 
а эти значки будут известны по крайней мере тогда, когда для 
C(i-1) будет построено решение:

5. Построение решений для составляющих карт C i(2). CY(3) 
Cj(kK С2(к> по определенным для них начальным условиям. Для 
C i(1) такое решение на лицо (рис. 11 и рис. 12). Оно определяет 
начальное условие для С{(2). Построив решение для С i(2). мы в 
состоянии определить начальное условие для С i<3) и т. д. Построе
ние решения для С i (i). удовлетворяющего определенному для этой 
карты начальному условию, не представляет никакого труда, 
когда С i (i) нулевого или первого порядка.

Когда же порядок ее выше, чем 1, то мы будем обращаться с 
нею точно так же, как мы это только что проделали с данной 
картой.

Ясно, что, поступая так и повторно применяя только что пере
численные операции, мы добьемся в конце-концов того, что наша 
первоначальная карта распадается на конечное число составляю
щих, порядок каждой из которых не выше 1.

Определив для последних в известной последовательности на
чальные условия и построив для них соответственные решения, 
мы в состоянии по ним без труда построить и решение для пер
воначальной карты, удовлетворяющее к тому же заданному для 
нее начальному условию.

14. Два решения одной и той же карты мы будем считать 
отличными друг от друга, когда можно будет указать такую ли
нию, непосредственно связывающую две узловые точки, что она 
будет m-линией при одном решении и р-линией при другом ре
шении.
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Из данного только что определения следует:
1) что циклическая подстановка зональных значков (I, II) для 

всех многоугольников карты не даст нового решения, отличного 
от прежнего, так как характер каждой линии от этого не из
менится;

2) точно так же мы не получим нового решения, когда зональ
ные значки (I и II) останутся прежними у всех многоугольников 
карты. Значит, для получения нового решения необходимо, чтобы 
зональные значки подверглись изменению у части многоугольни
ков и притом так, чтобы оставалось в силе основное условие для 
существования решения: к каждой узловой точке должны схо
диться два многоугольника из одной зоны и один многоугольник 
из другой зоны, или, другими словами, из каждой узловой точки 
должны исходить две m-стороны и одна р-сторона. Отсюда не
посредственно следует, что, изменяя характер у одной стороны, 
нужно изменить характер у всех звеньев замкнутой mp-цепи, од

ним из звеньев которой является 
рассматриваемая сторона, а от
сюда, принимая во внимание за
висимости между значками т  и 
р, с одной стороны, и значками I 
и II, с другой стороны (п. 8), в 
свою очередь, неизбежно следует, 
что нужно также произвести ци
клическую подстановку (I, II) 
значков многоугольников, распо
ложенных по одну сторону от этой 
замкнутой тр-цепи.

Таким образом выясняется кар
тина того, как происходит переход 
от одного решения к другому: для 
этого надо произвести цикличе
скую подстановку зональных знач

ков (I, II) у части многоугольников данной карты, равно как и 
циклическую подстановку (т , р ) , значков т и р  для всех тех замк
нутых mp-цепей, которые являются пограничными линиями обла
стей, состоящих из многоугольников с измененными зональными 
значками. На рис. 13 показаны два решения для одной и той же 
карты. Измененные зональные знаки даны в скобках, первона
чальные mm-линии проведены жирно, а измененные значки у 
звеньев mp-цепи показаны черточками (" ')

На вопрос, имеет ли всякая карта более одного решения, дает 
утвердительный ответ выше доказанная основная теорема, со
гласно которой существует решение, удовлетворяющее заданному 
начальному условию, а это последнее может быть как р-условием, 
так и m-условием, т. е. одна и та же сторона может фигурировать 
один раз как р-линия, а другой раз как m-линия. Значит, к а ж 
д а я  н о р м а л ь н а я  к а р т а  и м е е т  по  к р а йне й м е р е
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д в а  р е ш е н и я .  На основании вышеизложенного мы можем быть 
уверены, что все другие решения для данной карты могут быть вы
ведены из одного произвольно выбранного решения для нее при по
мощи соответственных циклических подстановок (I, II) и (т , р).

15. Решения топологической проблемы о двух красках распа
даются на две категории: на решения первого и второго вида.

Р е ш е н и е м  п е р в о г о  в и д а  мы будем называть такое 
решение, при котором все без исключения mm-линии на рассмат
риваемой карте состоят из четного числа звеньев.

Когда же среди mm-линий имеются такие, у которых нечетное 
число звеньев, то такое решение мы будем называть р е ш е н и е м  
в т о р о г о  вида .

П р и  в с я к о м  р е ш е н и и  в т о р о г о  в и д а  ч и с л о  
т т  линий с н е ч е т н ы м  ч и с л о м  з в е н ь е в  в с е г д а  
ч е т н о е  ч и с ло .  В этом нетрудно убедиться, принимая, с одной 
стороны, в расчет, что каждая нормальная карта имеет четное 
число узловых точек (п. 3), а, с другой стороны, что каждая узло
вая точка принадлежит одной и только одной mm-линии (п. 7).

П р и  в с я к о м  р е ш е н и и  п е р в о г о  в и д а  по  к а ж  
д у ю  с т о р о н у  от люб о й т т  л и н и и  р а с п о л о ж е н о  
ч е т н о е  ч и с л о  р линий,  и с х о д я щ и х  из  у з л о в ы х  
т о ч е к  р а с с м а т р и в а е м о й  т т  л и н и и  (при этом р-ли
ния считается дважды, когда она опирается обоими концами на 
одну и ту же mm-линию). В верности этого предложения нетрудно 
убедиться при помощи полной индукции. Действительно, верность 
его для карт нулевого и первого порядка очевидна. Переход от 
карты п-{- 1 порядка к карте п-то порядка совершается либо путем 
удаления одной р-линии, опирающейся обоими концами на одну и 
ту же mm-линию, либо путем образования коридора вдоль mm-ли
нии. Результатом той и другой операции будет карта п-то порядка 
с решением первого вида. Из верности предложения для карты 
п-то порядка следует верность его и для карты п +  1-го порядка.

Опираясь на это предложение, не трудно установить самую 
тесную связь между решениями первого вида и решениями топо
логической проблемы о четырех красках.

В самом деле, исходя, например, из решения первого вида и 
придавая многоугольникам I зоны попеременно значки а и Ь, а 
многоугольникам II зоны попеременно значки с и d, получим без 
труда решение проблемы о четырех красках: каждый многоуголь
ник будет окрашен одной из четырех красок: а, b ,c ,dn  притом так, 
что смежные многоугольники будут иметь различные окраски.

Или же, исходя из решения с 4-красками и относя многоуголь
ники с красками а или b к зоне I, а.многоугольники с красками 
с или d к зоне II, получим решение первого вида.

Таким образом топологическая проблема о четырех красках 
может быть рассматриваема как топологическая проблема о двух 
красках с решениями первого вида. Изучению этих решений я 
предполагаю посвятить одну из моих последующих работ.



ТОРО LOOGILISE КА HEVÄRVI PROBLEEMI LAHENDEIST

Prof., füüs.-mat. tead. dr. H. Jaakson

Matemaatilise analüüsi kateeder

Resümee

Käesolev töö koosneb kolmest osast. Esimeses osas antakse 
topoloogilise kaardi mõiste, normaalkaardi mõiste, samuti taan
duva ja taandumata kaardi mõisted ning näidatakse, kuidas igat 
taanduvat normaalkaarti võib tükeldada lõplikuks arvuks taandu- 
matuid kaarte.

Töö teises osas formuleeritakse topoloogiline kahevärviprob- 
leem. Probleemiseade esitatakse kahel viisil: ükskord ühenduses 
hulknurkade külgede värvimisega, teinekord ühenduses kaardi 
hulknurkade värvimisega. Mõlemad need viisid osutuvad sama
väärseteks. Seoses probleemi seadmega antakse ka vööndite, 
vöönditevaheliste joonte ning lõpuks probleemi lahendite mõisted.

Töö kolmandas osas leiavad käsitlemist probleemi lahenditega 
seotud küsimused. Kolmanda osa, ühtlasi aga ka kogu töö tuumaks 
on lahendite olemasolu teoreem ning selle teoreemi tõestus. Sellele 
järgneb lihtsa menetluse esitamine, mis võimaldab sama kaardi 
kahest suvalisest lahendist üht lahendit teisendada teiseks lahen
diks.

Lõpuks antakse kahevärvilahendite klassifikatsioon esimest ja 
teist liiki lahendeiks ning juhitakse tähelepanu sellele, et esimest 
liiki lahendite kaudu avaneb võimalus käsitleda topoloogilist nelja
värviprobleemi spetsiaalse kahevärviprobleemina.



О СИММЕТРИЧЕСКИХ РЕШ ЕНИЯХ ОДНОГО 

ДИОФАНТОВА УРАВНЕНИЯ

Проф., докт. физ.-мат. наук X. Яаксон

Кафедра математического анализа

Введение

1. В данной работе изучаются специальные решения диофан- 
това уравнения

Cz =  Ву -(- Ах (1),

коэффициенты которого предполагаются целыми положительными 
числами, удовлетворяющими неравенствам

С > В У А  (2),
а специальные решения

Z =  У, У =  Р, х =  а

определяются следующими условиями:
а) у, р, а суть целые положительные числа,

б) Су — В р  +  Aa 1 

В) У > Р > а  f

Эти решения мы будем впредь называть симметрическими реше
ниями уравнения (1).

Мы покажем, что необходимым и достаточным условием для 
существования симметрических решений является неравенство

С < В  +  А (4)

Вместе с тем мы дадим способ нахождения этих решений.
Затем мы введем понятие о симметрических решениях урав

нения (1). связанных с формой

(У, * ) » - 1  =  Уп~х +  У п~2х  +  +  ух”-2 +  хп~1,

а именно: Fn-решения (ферматовые решения типа п и -решения 
(квазиферматовые решения типа п и порядка т ). /^-решения дей
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ствительно существуют и даются формулами, которые хорошо из

вестны. Что же касается /^-решений при 3, то так называе
мая последняя теорема Ферма (пока полностью еще недоказан
ная) отрицает их существование.

Но раз не существует /^-решений (при 3), то возникает, 
на наш взгляд, вполне уместный вопрос, не имеется ли решений, 
которые, по налагаемым на них условиям, были бы более или ме
нее близкими к несуществующим /v-решениям. В качестве тако

вых решений мы выдвигаем F^ - решения (т<^п ). С ростом по
рядка т  от 1 до п — 1 налагаемые на решения условия усилива
ются, оставаясь все же слабее условий, налагаемых на ^„-реше
ния. Поэтому можно надеяться, что, по крайней мере, для неко-

торых значении т и п  найдутся соответствующие гп -решения.
В самом деле, в результате ориентировочных исследований в 

этом направлении мы установим существование бесконечного мно
жества /^-решений.

Трактовка вопросов, касающихся /^-решений и /^-решений, 
непосредственно связана с формой

С другой стороны, доказательство теоремы Ферма для п =  3, дан
ное Эйлером, опирается на форму у2 -j- Зх2 и ее свойства. Для нас 
представляет интерес попытка, дать доказательство этой теоремы, 
базирующееся на форме (5) и на ее свойствах. Эту задачу мы 
поставим себе и решим в данной работе.

Получаемое таким образом доказательство можно рассматри
вать, как видоизмененное доказательство Эйлера.

2. Для существования симметрических решений уравнения (1) 
н е о б х о д и м о ,  чтобы имело место неравенство

В самом деле, при С ^  В -f- А и у^> а мы имели бы 
Су >• Вр -(- Аа. По той же причине и значения неизвестных дол
жны удовлетворять аналогичному неравенству

Ниже мы увидим, что необходимое условие является в то же 
время и достаточным.

3. Обозначим через К, L, М следующие выражения:

(У, х) 2 =  у2 +  ху-\-х2 (5)

I. Симметрические решения

С < Б  +  А

К =  С — В (6)
(7)
(8)

L^= А В — С
М =  В — А
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Из (6) и (7) следует, что
K + L  =  A (9)

и, принимая в расчет неравенства (2) и (4), ясно, что /С >  О, 
L >  О, М >  0 и что

1 < / С < Л  — 1, М >  1, Л > 2 .

Следовательно, коэффициенты Л, В, С уравнения (1), удовлетво
ряющие неравенствам (2) и (4), даются формулами

А =  2, 3, 4 . )
В =  А +  М (М =  1 ,2 ,3 , .) (10)
С =  Л + М  +  /С (/С =  1, 2, 3, Л — 1) J

4. В случае, когда три коэффициента Л, Л, С имеют общим 
наибольшим делителем число <5> 1, мы можем написать

Л =  дАо, В =  дВ0, С =  дСо,

где Л о, fio, С0 уже не имеют общего делителя, отличного от еди
ницы, и уравнение (1) приводится к уравнению

Coz =  Воу 4“ Аох.

Имея это в виду, мы б у д е м  в п р е д ь  п о л а г а т ь ,  что  
к о э ф ф и ц и е н т ы  у р а в н е н и я  (1) Л, В и С не и м е ю т  
о б щ е г о  д е л и т е л я ,  о т л и ч н о г о  от 1.

5. Следствием из сделанного только что предположения (п. 4) 
является, что ч и с л а  С, К, L не и м е ю т  о б щ е г о  де ли  
теля, о т л и ч н о г о  от 1, так как такой делитель, в силу ра
венств (6) и (7), был бы общим делителем и коэффициентов 
уравнения (1) Л, Б и С.

6. Переходя теперь к нахождению симметрических решений 
уравнения (1), мы воспользуемся простым преобразованием 
уравнения (1), заменяя там z и у новыми неизвестными и и и при 
помощи формул

и =  у - х  1
V ' =  z —  у J

Отсюда у =  х и ,  z =  x-\-u-\-v, С ( х - \- и v) =  В (х-\-и)
+  Ах или Си — Ви -(- Cv '= Ах +  Вх — Сх или, наконец, на осно
вании формул (6) и (7)

Lx'=Ku-\-Cv (12)

Нетрудно увидеть, что симметрическому решению z =  у, у =  
х =  а (а < / ? < / )  уравнения (1) соответствует решение в целых 
положительных числах уравнения (12) х =  а, «==// =  /? — а, 
v =  v =  y — /? и, наоборот, решению уравнения (12) х =  а, 
и =  ju, v >= v (а >  0, ju^> 0, v >  0) соответствует симметрическое 
решение уравнения (1)

Х =  а, у =  а ju =  (}, Z =  р  v =  у.
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Т аким образом, н а х о ж д е н и е  с и м м е т р и ч е с к и х  ре  
шений у р а в н е н и я  (1) с в о д и т с я  к н а х о ж д е н и ю  
р е ш е н и й у р а в н е н и я  (12) в ц е л ых  п о л о ж и т е л ь  
ных  ч и с л а х .

7 Найдем общий наибольший делитель д двух чисел: L  и К. 

Когда д окажется большим единицы д 1, мы, на основании п. 5, 
можем быть уверены, что <5 не является делителем числа С, а сле
довательно, принимая во внимание (12), õ является делителем 
числа v. Мы можем написать

К =  SKo, L =  õL0 и v ,=  övq,

и уравнение (12) после сокращения представится в виде

LoX =  Кои -}- Cv о (12а),

где L0 и Ко уже числа взаимнопростые. Поэтому уравнение (12а) 
имеет решения в целых числах при всяком целом положительном 
значении v0 =  v (v =  1, 2, 3, .), причем соответствующее значе
ние v будет

v '=  dv (v =  1, 2, 3, .) (13)

После выбора v остается лишь решить уравнение

L o X ^ C v  (mod. Ко),

что даст, как известно, бесконечно много целых значений для х. 
Среди них нас интересуют здесь лишь положительные значения 
а У  0, которые даются формулой

а =  а о К о т  (t <=0, 1, 2, .), (14)

где ао означает наименьшее положительное значение х

0 < а 0 <  Ко

значение u =  ju, соответствующее значениям х — а и Vo =  v, 
дается формулой

(15)
Яо

из которой явствует, что для того, чтобы было ju У  0, необходимо 
и достаточно, чтобы а удовлетворяло неравенству L 0a — Cv У  О, 
или же

а >  -j— (16)

Но очевидно, что последнему неравенству удовлетворяют все зна
чения а, даваемые формулой (14), за исключением, быть может, 
лишь конечного числа значений, соответствующих значениям па
раметра т, меншим известного предела.

Каждой паре значений а и v соответствует симметрическое ре
шение уравнения (1)

х =  а, у =  /3 =  а ju, z , =  у =  (5 -j— dv.
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Так как а и v пробегают независимо друг от друга бесконечное 
множество целых положительных значений, то ясно, что уравне
ние (1), при выполнении условия (4), имеет оо2 симметрических 
решений. Н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  (4) о к а з а л о с ь  
т а к и м  о б р а з о м  и д о с т а т о ч н ы м  у с л о в и е м .

Пример I.
4z =  Зу +  2х\ К =  1, L =  1, д =  1

х =  и +  4и. Принимая v =  1, /г =  1, мы получим
а =  5, /3 =  6, у i=  7 
4 7  =  3 6  +  2 5.

Пример II.
172 =  1 \у +  8*; К =  6, L =  2, д =  2 

Ко =  3, L0 =  1, и =  2и0; х =  Зм +  17и0.

Берем üo =  v =  1, f i =  1; тогда а =  20, /5 =  21, у =  23 
17 23 =  И 21 +  8 20.

Пример III.

352 =  26у +  15х; К =  9, L =  6, д =  3 
/Со =  3, L0 =  2, и =  Зи0; 2х =  Зм +  35и0; 

пусть ü =  v =  1, тогда 2л; =  35 (mod. 3); о0 =  1

а =  1 +3т^>т^; т =  6, а =  19, =  1, /5 =  20, у =  23;

35 23 =  26 20+  15 19.

II. Симметрические решения, связанные с формой (у ,

8. При наложении дополнительных условий на коэффициенты 
и на значения неизвестных в уравнении (1) может случиться, что 
первоначальное изобилие симметрических решений уступит место 
полному отсутствию решений, которые отвечали бы вновь пред
писанным условиям.

В самом деле, предпишем, чтобы коэффициенты уравнения (1) 
были даны формулами

С =  ст, В =  Ьт, Л =  ат
(с >  ö >  а >  0, m >  0) (17).

Предпишем, с другой стороны, чтобы у, /?, а были вида

у =  сп~тЛ $ =  Ьп~т, а =  ап~т (п >  т )  (18).

Симметрические решения уравнения (1), удовлетворяющие усло
виям (17) и (18), мы будем называть /^-решениями (фермато- 
выми решениями типа п), а решения, удовлетворяющие тем же 
условиям, за исключением условия, выраженного последним ра
венством а =  ап~т-, мы будем называть /^^-решениями (квази- 
ферматовыми решениями типа п и порядка т).
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Подставляя в равенство

Су =  Bfi -f- Aa

выражения для С, В, А, у, /?, а, данные формулами (17) и (18), 
мы получим, в случае /^-решения,

сп — Ьп -(- ап, (19)
а в случае /<Ут)-решения,

сп =  Ъп +  ата (а <  Ьп~т). (20)

Вопрос о существовании тех и других решений сводится, таким 
образом, к тому, найдутся ли такие целые положительные значе
ния с, Ь, а, п, которые удовлетворяли бы равенству (19), или же 
с, Ь, а, п, т , а, которые удовлетворяли бы равенству (20)

В случае п =  2 вопрос относительно первых из них уже давно 
решен утвердительно: /^-решения действительно существуют и 
даются, например, известными формулами (1)

/о I Ч j  я при л2 <  2т 2 
п(2т +  п ) = ^ ь при „2 > 2 т 2

„ , ( Ь при п2 <  2т2 * (21)
2 m(m +  n ) = | a nj;H Л2> 2 т 2

2 т  (т-\- п) -f- ti2 — с

где т и п  суть взаимно простые целые положительные числа, 
п нечетное. С другой стороны, известная теорема Ферма, данная 
им без доказательства, утверждает, что уравнение (19) при п >  3 
не имеет вовсе решений в целых числах, другими словами, что не 
существует /^-решений типа, высшего, чем 2.

Что касается /V m)-решений, то мы ниже покажем, что, по 
крайней мере, при п =  3 такие решения действительно суще
ствуют, не только порядка т ^=  1, но и порядка т  =  2.

Условия, налагаемые на /г3(т)-решения, слабее условий, нала
гаемых на ^з-решения. Поэтому понятно, что одни из них оказы
ваются выполнимыми, другие же — невыполнимыми.

9. При изучении вопросов, относящихся к Fn- и /V^-peuie- 
ниям, мы имеем дело с равенствами (19) и (20). Перенеся в них 
Ьп налево, можем левую часть при п нечетном представить в виде 
произведения двух сомножителей

сп — Ьп =  (с — b) (cn_1 -j- cn~2b -f- cbn~2 Ьп~1) ,

из которых второй множитель представляет собою бинарную 
форму п — 1 степени. Обозначим его для краткости символически

(с, Ь)п-i — сп~{ сп~2Ь-\- +  сЬ1*”2 -|- Ьп~\ (22)

и назовем с и b элементами, а п — 1 индексом символа.
Таким образом,

сп — 6П'=  (с — Ь) (с, b)n-1
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и аналогично
bn -j- ап =  [Ь — (— а) ] (b, — а )ге-ь

Отсюда явствует, что Fn-, и /*Ут)-решения являются симметриче
скими решениями уравнения (1), связанными с формой (у, х)п-\. 
В частности, F3- и Г3(т)-решения связаны с квадратичной формой

с детерминантом А =  — 3.
10. Пусть п нечетное простое число п =  р и пусть у и х  вза

имно простые целые числа. Тогда, как известно (2), у — х и 
(у, х)р~\ в з а и м н о  п р о с т ы е  ч и с л а ,  з а  и с к л ю ч е 
нием с л у ч а я ,  к о г д а  у — х д е л и т с я  на  р; в э т о м  
и т о л ь к о  в э т о м  с л у ч а е  и (у, х)р-i д е л и т с я  на  р, 
но  не д е л и т с я  на  р1 п р и  i ]> 1, и общим наибольшим де
лителем у — х и (у, *)p-i является р.

11. В последующем мы. будем опираться на известные (3) 
предложения, относящиеся к квадратичной форме (у, х ) 2 с взаим
но простыми элементами у, х, а именно:

1) Когда какое-нибудь число D представляется формой (у, л:)г 
D = (С , В )2, то оно вида

где i =  0, или г =  1 pk(k<= 1, 2, , г) простые числа вида 
3hk-\- 1, (И,к четное положительное число), ттк >  1, т  ^  1 и притом

2) число N различных представлений числа D (22) формой 
[у, х) 2 выражается формулой

3) Среди этих N представлений существенно различными счи
таются

Вся эта система Г распадается на 2r_1 подсистем Gs по три пред
ставления в каждой.

4) Каждому из этих &2Г-1 представлений соответствуют еще по 
три представления, которые считаются несущественно различными. 
Так, представлению D =  (Cs, Bs) соответствуют несущественно 
различные представления

{У, х ) 2 =  У2 +  ух +  х2

(23)

N == 3.2r+1 (24)
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и, наконец, D =  (Cs -f- Bs, — Cs)2 соответствуют

D =  (— Cs — B„ Cs) 2 =  ( -  Cs, Cs +  BS) 2 =  (Cs, -  Cs — Bs) 2 

( s =  1,2, 2r_1).

12. Из приведенных в п. 11 предложений следует, что прида
вая, в частности, в формуле (23) числу т  значения: m*= 1 и 
m =  3 и обозначая значение D при т  =  1 через 3‘d

Ш  =  3 р2п2 р Л  (* =  0,1) (26)

два числа: 3ld, 3idi имеют одно и то же число N представлений 
формой (у, х ) 2

N =  3.2'+1

и среди них также одно и то же число 3.2'-1 существенно различ
ных представлений:

3ldz =  (Cs, Bs) 2 =  (Cs —)— Bs, — Bs)2 =  {Cs —{— Bs, — Cs) 2

s =  1,2, 2'"1

3‘d =  (cs, bs) 2 =  (cs -f- bs, — bs) 2 =  (os 4- bs, — Cs) 2

cs >  Bs >  0, cs >  bs >  0.

Установим теперь между элементами Cs, Bs, cs, bs форм (Cs, Bs) 2 

и (cs, bs) 2 некоторые зависимости.

III. Некоторые свойства квадратичной формы (у, х ) 2

13. Т е о р е м а  I.

П у с т ь  cs и bs в з а и м н о  п р о с  ты е п о л о ж и т е л ь  
ные  ч и с л а  (cs >  bs >  0), 
п у с т ь

(с„ bs) 2 =  з ‘d (i =  0,1)

(d и 3 взаимно простые числа) 
и п у с т ь

3JC / =  с,3 +  3 cs2 bs — bs3 1 (()П

У В / =  bŝ +  3bs2cs -  с*3 J ’ 1 '

т о г д а

(С / В / ) 2 =  №  (/ =  0,1)

В самом деле, при помощи простых вычислений не трудно убе
диться в том, что, с одной стороны,

(З'С/ 3iBs' ) 2 =  ( ^ Н - З с Д - ^ ^ Ч ^ з  +  З с Д - У )

(.bs3 +  З&Дг, -  cs3) +  (6S3 +  36s2cs -  Cs* ) 2 =  +  3c*b, +

+  6 cs4bs2 +  7 Cs3bs3 +  6 cjbs* +  3cA 5 +  bs6,
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а, с другой стороны, и

(с., bs) 23 =  {с* +  с Jj, +  ь?)3 -  cs6 -f 3 cs5bs +  6 cs*bs2 +  7cs3bs3 -f

+  6 cs4 s* +  3 csbs* +  bs\

так что (З'С/ 3iBs/ ) 2 =  (os, bs)23, а отсюда при / =  О (С/, Bs')2== 
=  d3, а при / =  1 левая часть (3‘С / 3‘В / ) 2 =  32(CS', В / ) 2 и пра
вая часть (cs, 6S)3 =  (3g?)3 =  33af3, следовательно, 32 (С / Bs' ) 2 =  
=  33d3 или же (С / Л /) 2 =  3d3 чем теорема и доказана.

14. По теореме I представлению числа 3'd

(cs, bs) 2 =  3ld (/ =  0,1)

соответствует представление числа 3‘d3

(С/, В/ ) 2 =  3 '# (/ =  0,1),

где С / и Bs' определяются формулами (27).
Пусть теперь s пробежит все возможные значения s =  1, 2, /,

I =  2r_I (п. 12). Тогда / представлений числа 3ld (/ =  0,1) дадут 
/ представлений числа 3‘d3:

3‘d3 =  (С / Bl') 2 = ( C 2' В / ) 2=  (C{ B{)2.

Возникает вопрос, могут ли какие-нибудь два представления, соот
ветствующие значениям s =  sx и s =  s2.

(с ,; , в .;), и (с ,; , а ; ) , .

совпадать друг с другом или же с какими-нибудь двумя представ
лениями из одной и той же системы Gs:

(С» Bs)2, (Cs +  Bs, -  Bs)2, (Cs+ B s, -  Cs)2?

Ответ на этот вопрос дает
Т е о р е м а  II. Д в а  к а к и е  н и б у д ь  п р е д с т а в  л е 

ния  ч и с л а  3 id3 =  (Cs,i , В3{ ) 2 — (С5.', Ва')ъ, э л е м е н т ы

к о т о р ы х  о п р е д е л я ю т с я . ф о р м у л а м и  (27). не с о  
в п а д а ю т  д р у г  с д р у г о м  и не п р и н а д л е ж а т  о б а  
одной и той ж е  с и с т е м е  Gs:

(Cs, Bs)2, (Cs-\-Bs, — Bs)2, (Cs -j- Bs, — Cs) 2.

Приступая к доказательству теоремы, будем иметь в виду, что 
элементы, входящие в одну из трех пар:

^si* ^ 2’ ^ s’ ^ s’

суть взаимно простые положительные числа (п.п. 11, 12) 

^ , > ^ > 0 ;  cs2> bs 2> 0 ; Cs> £ s> 0

и что, на основании формул (27),

Cs' +  В / =  3»-' аЬ, (с, +  bs) ( 5 = 1 , 2, 2 r~l). (28)
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Допустим теперь, что Cs’ — Cs' и Bs' =  В$2 Отсюда следовало 

бы, что Cs{ -f Bsl =  Cs' -f- BsД  т. e. в силу (28), 

c8 bSi (cSi -\-bs)  =  cs bs2 (Css +  bs).

В действительности же, как в этом не трудно убедиться, такое 
равенство не может иметь места.

В самом деле, из предположения, что (cs , bs )2 и (cs bs )2
2 1 1

представляют собою два различных представления числа 3ld и 

что

О < Ь $1< с $1; 0 <  bS2 <  cS2,

вытекает с необходимостью, что bŝ b ŝ и cŝ c ŝ  при этом 

неравенству bSi <С Ь$г соответствует неравенство cSj >  cSo и не

равенству bS[ >  bs — неравенство cs <С cSi2 Ведь произведения 

Csbs {Cs -\-bs ) и с32Ь52(с$п -Ь bs)  являются значениями функ

ции Р — ух (у я), где переменные х и у подвержены дополни
тельному условию (у, x )2,=  3iöf. Благодаря этому Р может быть 
рассматриваема как функция одной независимой переменной, ска-

■р dP (у — х ) ( 2 3’d-\-3xy)
жем х. Вычисления дают —  =  —---— .— 1----- —  , откуда яв-

их 2у —р  X

dP
ствует, что при 0 <  х <  у —  >  0, т. е. п ри  в о з р а с т а н и и 2

л: от 0 до х =  у =  -J-1 / " ^  Р монотонно возрастает от 0 до 2 ,

так что cSib$i (c$i -f bs)  ̂  c$2bs? (cSs +  b,) при bSi bSo

Этим первая часть теоремы доказана.

Вторую часть теоремы мы докажем также от противного. До
пустим, что в какой-нибудь системе Gs, состоящей из трех суще
ственно различных представлений числа 3‘d3, два представления 
(т. е. I и II, либо I и III, либо II и III) совпадают с представлени

ями того же числа (Cs' , Bs').ž, (С$2, построенными при

помощи формул (27). Во всех трех случаях из нашего допуще
ния следует, что Cs и Bs имеют общий делитель, больший едини

цы. В самом деле, пусть, например, Cs — Csf, Bs — Bs' и C5-f-

-f- Bs =  Cs2, — BS^=BS '; но тогда, имея в виду и формулу (28),

будем иметь Cs -f- Bs =  Cs' -f- Bs{ =  31_/с5] bSi (cSi -j- bs)  =  0 (mod. 2)

и c s =  (c s +  b s)+ ( -  b s) =  c s; +  Я /  =  31-' cSt bSo_ (cS2 +  bSs) =  0

(mod. 2), так что и S s =  0 (mod. 2)
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В двух остальных случаях получается совершенно аналогично 
тот же самый результат. В действительности же Cs и Bs являются 
взаимно простыми числами, откуда заключаем, что сделанное до
пущение ошибочно, а этим и доказана вторая часть теоремы.

15. С л е д с т в и е  из  т е о р е м  I и II. К а ж д а я  из  
/ =  2Г_1 п о д с и с т е м  Gs с и с т е м ы  Г с у щ е с т в е н н о  р а з 
л и ч н ы х  п р е д с т а в л е н и й  ч и с л а  3’d3 с о д е р ж и т  
о д н о  и т о л ь к о  о д н о  п р е д с т а в л е н и е ,  с о в п а д а ю  
щее  с о д н и м  из  I п р е д с т а в л е н и й  (С/  В/), п о 
с т р о е н н ы х  п р и  п о м о щ и  ф о р м у л  (26) по эл е 
м е н т а м и  / п р е д с т а в л е н и й  ч и с л а  3*с1 =  (с$, bs)z 
(/ =  0,1), (s =  1, 2, 2-i), ( с , > ^ > 0 ) .

Так как cs^> bs^> 0, то по первой формуле (27) С / >  0; при
нимая во внимание формулу (28), мы можем отметить, что и 
С / -f- Bs' >  0, т. е. С / >  | В» |, а значит, согласно п. 11, представ
ление числа 3id3 =  (С / В , ' ) 2 входит в систему Г существенно раз
личных представлений этого числа квадратичной формой (у, х)2, 
следовательно, и в одну из подсистем Gs системы Г Число под
систем Gs и число представлений (С/, Bs' ) 2 одно и то же (/ =  2Г_1)- 
Каждые два представления вида (С/, Bs' ) 2 отличны друг от друга 
и, наконец, в одну и ту же подсистему Gs не входит более одного 
представления (С/, В / ) 2; значит, следствие этим и доказано.

16. Т е о р е м а  III. К о г д а  п р е д с т а в л е н и е  ч и с л а  
Уй3 =  (С/, Bs') 2, п о с т р о е н н о е  п р и  п о м о щ и  ф о р м у л  
(27) по э л е м е н т а м  п р е д с т а в л е н и я  3М =  (с3, 6s)2v 
в х о д и т  в п о д с и с т е м у  Gs:

(Cs, Bs)2, (Cs -f- Bs, — Bs)2, (Cs -}- Bs, — Cs)2, 

то о н о  с о в п а д а е т  с п е р в ы м  из  них  

с /  =  Cs, Bs' 1=  Bs при В /  >  0, 

с о  в т о р ы м  из них

с /  =  Cs -f- Bs, Bs' =  — Bs 

при В /  <  0 и С/  2В/ >  0

и, н а к о н е ц ,  с т р е т ь и м  из них

Cs' =  С$ Bs, Bs' =  — Cs 

при Bs' <  0 и С а +  2 Bs' <  0.

В самом деле, как мы видели выше, С / >  0. Когда, кроме 
того, и Bs' >  0, то'ясно, что (С/, Bs' ) 2 совпадает с (Cs, Bs)2, так 
как в подсистеме Gs имеется лишь одно представление, оба эле
мента которого суть положительные числа.

Во втором случае, из предположения, что Cs' =  Cs-\- Bs и 
Bs' =  — Bs, следует, что Bs «= — В/, Cs =  С / — Bs •= С / +  В /
и, принимая во внимание, что Cs >̂ Bs, мы находим, что С / +  
+  2В/ >  0.
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Наоборот, из неравенств В / <  0 и С / +  2Ва' >  0 легко вы
вести заключение о совпадении (С/, Bs' ) 2 с (Cs + B s ,— В3) 2, так 
как, допуская противное, мы получили бы С / =  Cs +  В8, В /  =
— — Cs, откуда Cs =  — Bs', В9 =  С / — Cs =  С/  +  В /  Из Bs <  С* 
следовало бы С / +  В / <  — В / т. е. С / +  2В/ <С 0, что противо
речит, однако, нашему предположению. Аналогично, исходя из 
неравенства С / +  2Bsf <  0 нетрудно заключить о совпадении 
(Cs', Bs' ) 2  с (Cs +  Bs, — Cs)2. Теорема доказана.

17. С л е д с т в и е  из т е о р е м ы  III.
К о г д а  в п р е д с т а в л е н и и  ч и с л а  d3 = (C s, Bs) 2 

(i =  0) ни Cs, ни Bs не д е л и т с я  на  3 (Cs^> Bs^> 0), 
то  (Cs, Bs)2 совпадает с (С/, Bs')2, п о л у ч е н н ы м ,  п р и  по 
м о щ и  ф о р м у л  (26) и в х о д я щ и м  в ту ж е  п о д с и  
с т е м у  Gs, чт о  и (Cs, Bs)2.

Ясно, что нам нужно лишь убедиться в том, что при нашем 
предположении Bs должно быть положительным числом. Но, в са
мом деле, это так, ибо при В,' <  0, как мы видели при доказа
тельстве теоремы III, либо Cs =  С / +  Bs', либо B,s =  С / +  Bs', но 
по формуле (28), принимая теперь i =  0, мы имели бы Cs' + 
-\-Bs' =  3csbs (cs -j— bs) , откуда либо C3= 0  (mod. 3), либо Bs =  
=  0 (mod. 3), но ни то, ни другое не соответствует нашему пред
положению.

18. Иллюстрируем вышесказанное на примерах. Пусть 
d =  7 13 19 =  1729; здесь г =  3; I =  23-1 =  4. Среди представле
ний числа 1729 квадратичной формой (у, х ) 2 имеется 4 представ
ления вида (cs, bs) 2 (cs >  bs >  0):

1729 =(40,3) 2 =(37,8) 2 =(32,15)2 =(25,23) 2;

соответственные значения произведения

csbs(cs-\-bs) суть:

5160 <  13320 <  22560 <  27600

По элементам cs, bs этих четырех представлений можно, при по
мощи формул (27), построить 4 представления числа 17293 вида 
(Cs', Bs')2; мы получим соответственно:

17293 =  (78373, — 62893) 2 =  (82997 — 43037) 2 =
=  (75473, — 7793)2 =(46583, 36217)2

Среди значений В/- — 62893, — 43037, — 7793, 36217 первые три 
значения <  0, последнее >  0, причем среди отрицательных зна
чений два первых удовлетворяют неравенству С / +  2В,' <  0, 
78373 +  2 (— 62893) <  0, 82997 +  2 (— 43037) <  0, в то время 
как последнее удовлетворяет неравенству С / +  2В /  >  0, 75473 +  
+  2 (— 7793) > 0 .

Исходя из вышеприведенных четырех представлений числа 
17293, легко выписать всю систему Г существенно различных пред
ставлений числа 17293, состоящую из 4 подсистем Gs:
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17293 =  (62893, 15480)2 =(78373, — 15480)2= ( 78373, — 62893)2 

=  (43037 39960)2 =  (82997. — 39960) 2 =  (82997, — 43037) 2 

=  (67680, 7793)2 = ( 75473, — 7793) 2 =  (75473, — 67680) 2 

=  (46583, 36217) 2 =  (82800, — 36217) 2 =  (82800, — 46583) 2.

В каждую из этих четырех подсистем Gs входит по одному 
представлению (С / Bs')2\ они выше подчеркнуты. Из них одно 
занимает первое место и соответствует В /  >  0; из Cs =  46583 и 
Bs =  36217 нито, ни другое не делится на 3. Другое занимает 
второе место, В / <  0, но С / -|- 2В/ > 0  и Cs =  67680 =  0 
(mod. 3); два остальные занимают третье место, Bs' 0 и 
С / +  2 £ / < 0 ;  соответственные значения Bs-±- 15480, 39960 де
лятся оба на 3.

19. Пусть 3‘d =  (c, b)2 =(c-\-b, — b) 2 =  (c~\-b, — с ) 2 

(/ =  0,1), c y b y  0. Обозначим разности элементов соответ
ственно через

Vi =  с — b, v2 =  c-\-b —  (— b)=c-\-2 b и 
v3 =  с -f- b — (— с )=  2 с b

Ясно, что

0 <С Vi <[ v2 <С ) /29)
^3 =  ^2 “h  Vl j

Построим по элементам с, b при помощи формул (27) представ
ление числа 3’d3 = (C ', В ' ) 2 и обозначим через V разность эле
ментов

V =  С' — В'

Интересное соотношение между V, с одной стороны, и между V\, 
v2 и v3, с другой стороны, устанавливает

Т е о р е м а  IV К о г д а  С' и В' о п р е д е л е н ы  ф о р м у  
л а м и (26), т о

с  — в '=  (?~А)(2.6Ч; сН2с+ &) (/ =  о,1)- (зо)
3

В самом деле, формулы (27) дают

Ж '  — Ш  =  2  (с3 — b3) +  3 cb(c — Ь) =
— (с — Ь) [2(с, Ь) 2 +  36с] =  (с — b) [2 с2 cb -\- 2 b2 Abc] =  

=  (C — b)[c(2 c + b) +  2 b(b +  2 c)] =  (с — b) (2 b +  с) (2c +  6). 
Теорема этим доказана.

20. С л е д с т в и е  из т е о р е м ы  IV-

П р и  / =  1 С' — В' д е л и т с я  на  3Л, где /i >  1. 

Действительно, при i =  1 каждая из трех разностей V\, v2, v3 

делится на 3 (п. 10) следовательно, их произведение viv2v3 де

лится по крайней мере на З3 и С' — В' =  по крайней мере
О

на З2, т. е. на 3h, где h >  1.
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21. Пусть т  взаимно простое с числом 3 и пусть

3т = ( с ,  Ь) 2 =  (с +  Ь, — Ь) 2 =  (с +  Ь, — с)2.

Как мы выше видели (п. 10), все три разности V\ =  (с — Ь), 
v2 =  (2b -J- с), У з=  (2с 4~ Ь) делятся на 3Л при h =  1. Возникает 
вопрос, сколько из них делятся на 3Л при h^> 1? Ответ на постав
ленный вопрос дает

Т е о р е м а  V К о г д а  о д н о  из т р е х  ч и с е л  (с — Ь), 
(2Ь -{-с), (2с Ь )  (с^>Ь^>  0, с и b взаимно простые числа) 
делится на 3Л при h j> 1, другие два из них не делятся на 3Л при 
h >  1.

Чтобы убедиться в этом, будем иметь в виду следующие соот
ношения между этими числами:

2Ь +  с =  (с — Ь) ■+ 3Ь, 2 с +  b =  (с — Ь) +  (2 Ь +  с) 

с — b =  Зс — (2с -J- Ь)

Примем также во внимание, что ни Ь, ни с не может делиться на 3, 
так как из допущения, что одно из них, скажем, Ь, делится на 3, 
следовало бы, в силу 3т =  (с, Ь)2, что и с должно было бы де
литься на 3. Наконец, мы воспользуемся известным предложе
нием, что в случае суммы или разности двух чисел из факта де
лимости одного числа на 3Л h^> 1, а другого числа лишь на 3, 
следует, что и сумма и разность таких чисел делятся только на 3, 
но не делятся на 3Л, h^> 1.

Допустим теперь: 1) что с — 6 =  0 (mod. 3Л), h^> 1. Из пер
вого и второго соотношения (31) следует, что 2 b -f- с и 2 с -j- b не 
делятся на 3Л при h^> 1;

2) пусть 2&-}-с =  0 (mod. 3h), h^> 1; из первого и второго 
соотношения (31) опять-таки следует, что ни с — Ь, ни 2с -J- b не 
делятся на 3Л при h^> 1;

3) пусть, наконец, 2с -|- ö s O  (mod. 3Л), h^> 1; из третьего и 
второго соотношения (31) следует, что ни с — Ь, ни 2b -f- с не де
лятся на 3Л при h^> 1. Этим теорема доказана. В частности, 
отождествляя m c d  или же с d3 и применяя теорему V в случае, 
когда 3d =  (с, Ь) 2 или же М 3 =  (С, В) 2, (с >  b >  0, С >  В >  0), 
можем сказать, что из трех чисел с — Ь, 2 Ь +  с, 2 с +  Ь, равно как 
из трех чисел С — В, 2В -f- С, 2С В, лишь одно число может 
делиться на 3Л при h 1, в то время как остальные делятся лишь 
на 3.

22. С л е д с т в и е  из  т е о р е м ы  V
К о г д а  3d3 =  (С, В ) 2 ( С > £ > 0 ) .  где  С и В в з а и м н о  
п р о с т ы е  ч и с л а ,  то  из  т р е х  ч и с е л

С — В, 2В +  С, 2С +  В

т о л ь к о  о д н о д е л и т с я  на  Зл п р и  h^> 1 и и м е н н н о  то 
из  них,  к о т о р о е  с о о т в е т с т в у е т  п р е д с т а в л е н и ю  
ч и с л а  Зб?3, с о в п а д а ю щ е м у  с п р е д с т а в л е н и е м
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[С\ В ')2, п о с т р о е н  ным пр и  п о м о щ и  ф о р м у л  (27) 
п о э л е м е н т а м  н е к о т о р о г о  п р е д с т а в л е н и я  ч и с л а  
3d =  (о, Ь) 2.

В самом деле, числа С — В, 2В -\- С, 2С В соответствуют 
трем представлениям числа 3Ф, составляющим одну подсистему G.

Каждая же подсистема G содержит одно и только одно пред
ставление, совпадающее с (С', В ')2, построенным по элементам 
с, b некоторого (с, b) 2 — 3d. Разность элементов его — С' — В' 
а С' — В\ по следствию из теоремы IV (п. 20), действительно 
делится на 3h при 1, а следовательно, на основании тео
ремы V, два другие числа уже не делятся на 3Л при h >  1.

23. Познакомившись с некоторыми соотношениями между b 
и с, с одной стороны, и В, С, с другой стороны, при (с, b) 2 =  3‘d 
и (С, В ) 2 =  3'V/3 (i =  0,1) установим теперь также следующее

простое соотношение между Ь, с и Ь, с при

(с, Ь) 2 =  d и (с, Ь) 2 =  3d.

Т е о р е м а  VI. К о г д а  (c ,b )2 >=d, гДе d не д е л и т с я  
на  3, то, п о л а г а я

п о л у ч и т с я  п р е д с т а в л е н и е  ч и с л а  3d

(с, b)2 i=  3d.

В самом деле, согласно предположению,

(с, b ) 2 =  d, т. е. с2 +  cb +  b2 =  d.

С другой стороны, по формулам (32) (с, Ь) 2 =  (с-\-2Ь)2-{- 
-f- (с -f- 2b) (с — Ь) +  (с — Ь)2, а это последнее выражение, после 
раскрытия скобок и приведения подобных членов, примет вид

Зс2 +  ЗсЬ +  3 Ь2 =  3 d.

Этим теорема и доказана.

24. Приведем для иллюстрации несколько примеров.
В п. 18 уже отмечено, что

3 1729 =  (46,37)2 =  (53, 29)2 =  (62, 17)2 = (71 , 2)2-

Применяя формулы (27), мы получим соответственно

3 17293 =(93853, 47413)2 =(122957 3077)2 =

=  (143153, — 59887)2 =  (129383, — 119017)2.

Разности элементов этих четырех форм должны делиться на 3Л

(32)

1729 =  (40,3)2 =  (37,8)2 =  (32,15)2 =  (25,23)2. 

Воспользовавшись формулами (32), мы получим
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при А >  1 (следствие из теоремы (I7)). В самом деле, эти разно
сти суть:

46440 =  33 1 720 
119880 =  34 1 480 
203040 =  33 7 520 
248400 =  33 9200.

Каждая из этих четырех форм входит в одну из полсистем G, со
держащих по три существенно различных представления числа 
3 17293. Две первые формы занимают каждая в своей подсистеме 
первое место, так как оба элемента >  0, третья форма занимает 
второе место (143153 —|— 2(— 59887) ^>0), а четвертая занимает 
третье место (129383 +  2(— 119017) < 0 ) .  Имея это в виду, не
трудно выписать все существенно различные представления числа 
3 17293

3 1 7293 =  (93853,47413)2 =  (141266, — 47413)2 =

=  (141266, — 93853) 2 =  (122957,3077) 2 =  (126034, — 3077) 2 =

=  (126034,— 122957)2 =  (83266,59887) 2 =  (143153, — 59887) 2 =

=  (143153,— 83266)2 =  1(119017,10366)2 =  (129383,— 10366)2 =  
=  ( 129383,— 119017)2.

Формы, полученные при помощи формул (27), здесь подчеркнуты. 
Разности элементов этих форм, как уже выше отмечено, делятся 
на 3h при к У  1. Разности элементов всех остальных форм, как 
в этом нетрудно убедиться, не делятся на Зл при А >  1, но делятся 
лишь на 3.

Берем одну из подчеркнутых форм, скажем 3 1 7293 =  
=  (129383,— 119017) 2. Разность элементов этой формы V =  
=  248400 =  З3 9200. Проверим формулу (30) (теорема IV, п. 19). 
Этой форме соответствует форма 3 1729 =  (71,2)2. Вместе с нею 
в одну и ту же подсистему G входят еще формы (73, — 2)2 и 
(73, — 71) 2, представляющие также число 3 1729. Разности эле
ментов у них V\, v2, v3 суть соответственно: v\ =  69, v2 =  75, 
Vs =  144.

Не трудно убедиться в том, что действительно V - 3- т. е.
О

248 400 =  — 144

IV . F 3-peiiieHHfl и /^У^-реш ения

25. Применим теперь полученные выше результаты при дока
зательстве т е о р е м ы  Ф е р м а  для случая, когда /7 =  3.

Н е о п р е д е л е н н о е  у р а в н е н и е  z3 =  у3 х3 не 
и м е е т  р е ш е н и й в ц е л ы х  ч и с л а х .

Докажем теорему с г противного. Допустим, что существуют 
целые числа С, В, А, удовлетворяющие этому уравнению: С3 =
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=  В3 -(- Л3. При этом, нисколько не ограничивая общности, можно 
считать, что С Ъ- О, 5  >  О, А >  0 и что С, В и А попарно взаимно 
простые числа.

Мыслимы две возможности:
1) либо ни одно из трех чисел С, В, А не делится на 3,
2) либо одно из этих чисел делится на 3.
Разберем сначала первый случай.
Из равенства С3 =  В3 -(- А3 следует, что

(С ,5 )2 =  d3, С — 5 =  dx3, А ddu

где d и dx взаимно простые положительные целые числа (п. 10).
На основании следствия из теоремы III (С, 5 ) 2 совпадает с 

одним из представлений числа d3 =  (С', 5 ') 2, построенным при 
помощи формул (27) по элементам одного из представлений числа 
d =  (с, Ь)2, где с ^> b >  0 и с, b взаимно простые числа С — С', 
В =  В' а, значит, и С — В =  С' — В' Но, с одной стороны, 
С — 5 =  öfi3; с другой стороны, на основании теоремы IV, при
i =  0

С  — В' =  (c — b)(2b +  c)(2c +  b),
так что

dx3=  (c — b )(2 b +  c) (2с +  Ъ).

Так как с и b взаимно простые числа, то должны быть попарно 
взаимно простыми и сомножители ( с — Ь), (2b с) и (2с-\-Ь)у 
а отсюда непосредственно следует, что каждый из них в отдель
ности должен быть полным кубом:

с — Ъ =  di3, 2 Ь +  с =  д23 2с b =  дз3, dx =  <М2дз.

Кроме того, 2с -f- b =  (2b +  с) -f- (с — Ь), так что дз3 =  д23 +  <5i3 
Лз >  <52 >  <V> 0 и ни одно из д2, дз не делится на 3.
Таким образом, из допущения существования решения г =  С , 
у =  5, х =  А следует, что существует такого же рода решение

^ =  дз, у =  д2, х =  di, где, однако, уже дз <  С.

Отсюда, в свою очередь, следовало бы опять-таки существование 
нового решения с еще меньшим положительным значением г и т. д. 
и т. д. без конца, чего, однако, быть не может. Значит, теорема 
доказана при предпосылке, что ни одно из чисел С, 5, А не де
лится на 3.

Допустим теперь, что С3 =  5 3 -f- А3 и при этом одно из чисел 
С, 5, А делится на 3.

Тогда, на основании п. 10, следует, что (С " В" ) 2 — 3d3, 
С" — В" =  33m-1ö?i3 где т  ^  1, d и dx положительные взаимно 
простые числа, не делящиеся на 3, причем

С" - - С, 5 "  =  5, когда А =  0 (mod. 3) (А =  2>mddi),
С" =  С, В" =  А, когда 5 =  0 (mod. 3) (5 =  3mddi),
С" =  В , В" =  — А, когда С =  0 (mod. 3) {C =  3mddx)
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Так как С" — В"  делится на 33л1-1, где 3т  — 1 >  1, то, на основа
нии следствия из теоремы V, представление числа 3d3 =  (С , В " ) 2 

совпадает с одним из представлений того же числа 3d3 =  (С , В ")2, 
построенным при помощи формул (27) по элементам одного из 
представлений числа Sd =  (с, Ь)2, где с, b суть положительные 
взаимно простые числа, С" <= С', В" =  В' С" — В" =  С' — В' 

Но на основании теоремы IV при i =  1

С '  —  В '  • =  (с~  * * (2/> *  с> {2с +  ь ) , так  что 

33„-W ,3 =  (с-ЬИ2Ь + е)(2с + Ь) или ж е  =  l e - M b + p V c  + V

На основании теоремы V лишь одно из трех чисел ( с — Ь), 
(2b -j- с) и (2 с Ь) может делиться на Зл при А >  1, между тем 
как другие два делятся лишь на 3. Помимо делителя 3 эти три 
числа не могут иметь попарно никакого иного делителя, отлич
ного от 1.

Выберем три положительные числа ku k2, k3 так, чтобы их 
сумма равнялась 3т, ki -\- k2 -\- k3 =  3т , два из них равнялись

бы 1, а третье 3т  — 2. Мы можем написать d\3 =  с k b -

2с -\- b

Предположим, что значения ku k2, &3 выбраны так, что каждый 
из трех числителей делится на соответствующую степень числа 3. 
Тогда в дробном виде написанные сомножители в правой части 
равенства суть целые положительные и попарно взаимно простые 
числа, так что каждый из них в отдельности должен быть полным 
кубом

с — Ъ с о  2 Ъ -J- с «о  2 с -f- b * s s с

=  <v • - gsr =  • 1 * г ; dl =  dld2h-

Но так как 2с -f- b =  (2b -f- с) +  (с — Ь), то получится соотноше

ние Зкз (533 =  Зк2д/ -(- 3Ä1<5,3 которое перепишется либо в виде 

(Зт_1<53)3 =  д23 +  когда ki =  1 =  k2, а &3 =  Зт  — 2, 

либо в виде

(Зз3 <= (Зт_1д2)3 +  ^i3, когда k\ =  \ =  k3, а k2 =  Зт  — 2, 

либо, наконец, в виде

<5з3 =  д23 +  (Зт 1 <31)3, когда k2 =  I =  k3, а ki =  Sm — 2.

В каждом из этих трех случаев получается таким образом новое 
решение уравнения z3 =  у3 -(- х3, совершенно аналогичное исход
ному решению, с той лишь разницей, что показатель степени 
числа 3, на которую делится одно из трех чисел, составляющих 
решение уравнения, уменьшился на 1. Повторяя прежние рас
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суждения, мы получим решение, при котором показатель степени 
снова снизится на 1 и т. д. и т. д. Ясно, что поступая так, мы дой
дем наконец до решения, при котором показатель степени стано
вится равным нулю, т. е. где ни одно из трех чисел, составляющих 
решение уравнения, не делится на 3. Но, как мы выше уже пока
зали, это невозможно. Значит, для уравнения z3 =  у3 -{- х3 тео
рема Ферма полностью доказана. Это доказательство можно рас
сматривать как видоизмененное доказательство Эйлера. (V

26. Итак, согласно теореме Ферма, уравнение Cz =  Ву Ах 
не имеет ни одного Fs-решения

С =  с2, В =  Ь2, А =  а2; z =  с, у =  Ь, х =  а, с у  b у  0.

Но, спрашивается, как обстоит дело с ^ 3(2)-решениями (квази- 
ферматовые решения типа 3 и порядка 2), которые по своим свой
ствам могут считаться наилучшими приближениями к несуще
ствующим Гз-решениям? /V 2)-решения характеризуются тем, что

С =  с2, В — Ь2, А — а2\ z — с, у =  Ь, х — а, с >  b >  а >  0,

6 >  а  >  0.

Ответ на поставленный вопрос дает
Т е о р е м а  VII. П р и d <= (с, с — 1) 2 имеет место тождество 

((2</+ 1 )c — d, (2rf+ \ )с — d — 1)21== d2(Ad -j- 3). (33)

В самом деле, как показывают простые вычисления d =  3с2 —
— З с+ 1 ; (2öf+ 1)с — d =  6 c3 — §с2 +  6с — 1 и ((2 d + l)c  — d, 
(2rf+ 1)с — d — 1)2=  108с6 — 324с5 +  459с4 — 378с3 +  189с2 —
— 54с 7 Но, с другой стороны, точно такое же выражение по
лучается, если взять в правой части d2 (4d -|- 3) d =  Зс2 — Зс -(- 1 
и произвести соответствующие вычисления.

Этим теорема доказана.

С л е д с т в и е  из  т е о р е м ы  VII.
Т о ж д е с т в о  (32) д а е т  б е с ч и с л е н н о е  м н о ж е с т в о  
/У 2)-р е ш е н и й, с о о т в е т с т в е н н о  з н а ч е н и я м

с =  3, 4, 5,

Действительно, тождество (33) может быть переписано в виде

[{2d+ 1 )c — d] 3 =  [(2d~\- 1 )c — d — 1 ]3 +  d2 (4rf +  3), 

причем
(2d+  l)c  — d >  (2rf+ l)c  — d — 1 > d ,
(2 d -f l)c  — d — 1 >4d- j-3  при с >  3.

Так, например,
при с =  3, d =  19 и 983 =  973 +  192 79
при с =  4, d =  37 и 2633 =  2623 +  372 1 51 и т. д.

При всех /V 2)-решениях, получаемых из тождества (33), разность 
значений z — у == 1: 98 — 97 =  1, 263 — 262 =  1 и т. д.
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Отметим, что помимо таких решений, где 2 — у =  1, суще
ствуют и /V ^ -решения, где 2 — у >  1. Например,

323 =  293 +  212 19 
703 =  673 +  572 1 3 
393343 =  393093 +  36052 8 9 23 

32193 =  30503 +  13392 2779.

Согласно теореме Ферма, в целых числах объем куба не может 
равняться сумме объемов двух кубов, но, как показывают F3(2)- 
решения, в целых числах объем куба может равняться сумме 
объемов куба и прямоугольного параллелепипеда, основанием ко
торого служит квадрат, причем, идя слева направо, монотонно 
убывают как основания, так и высоты (симметричность решения).
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DIOPHANTOSE ÜHE VÕRRANDI SÜMMEETRILISTEST

LAHENDITEST

Prof., füüs.-mat. tead. dr. H. Jaakson

Matemaatilise analüüsi kateeder

Resümee

Käesolev töö koosneb neljast osast. Esimeses osas antakse 
sümmeetrilise lahendi mõiste ühenduses Diophantose ühe võrran
diga, selgitatakse välja tarvilikud ning piisavad tingimused selliste 
lahendite olemasoluks ja antakse menetlus nende lahendite konst
rueerimiseks. Selliseid lahendeid on olemas lõpmata palju.

Töö teises osas käsitletakse spetsiaalseid sümmeetrilisi lahen
deid, mis on seotud binaarse vormiga (y, x)p-i. Siin kirjutatakse 
ette täiendavad tingimused nii võrrandi kordajaile kui ka otsita-- 
vaile lahendeile. Nii jõutakse /Vlahendite ja /V m)-lahendite mõiste 
juurde [vastavalt — Fermat-lahendid tüüpi n ja quasi-Fermat- 
lahendid tüüpi n ja järku m]. /r2-lahendeid on tõeliselt olemas, 
kuid /Vlahendite (n >  3) olemasolu eitab tuntud Fermat’ 
teoreem, mille üldist tõestust ei ole aga senini korda läinud püsti
tada.

Kui /Vlahendeid (n >  3) ei peaks olema, siis tekib küsimus, 
kas ei ole olemas lahendeid, mis on võimalikult lähedased Fn-lahen
ditele. Sellistena esitatakse käesolevas töös F„(m)-lahendid. Järgu 
m kasvades 1-st kuni n — 1 lahendeile esitatavad tingimused 
muutuvad üha tugevamaiks, jäädes siiski nõrgemaks tingimustest 
/vlahendite tarvis. Selle tõttu võib loota, et vähemalt mõnede n ja 
m väärtuste puhul on tõeliselt olemas /V m)-lahendeid. Tõesti käes
oleva töö neljandas osas on võidud näidata esialgsete orienteeru
vate uurimuste tulemusena lõpmata paljude /V^-lahendite ole
masolu.

Eelpool nimetatud Fermat’ teoreem on omal .ajal tõestatud juhu 
n =  3 tarvis Euleri poolt, kusjuures tema tõestus baseerub ruut- 
vormil y2 +  Зл:2 ja selle omadustel. Teiselt poolt aga /V lahendid 

on otseselt seotud ruutvormiga (у, x) 2 =  у2 yx +  x2 Selle tõttu 
pakub huvi katse, nimetatud teoreemi tõestust (n =  3) juhul läbi
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viia, toetudes ruutvormile y2 +  yx -f- x2 ning selle omadustele. Töö 
kolmandas osas ongi seda ruutvormi sellelt seisukohalt uuritud ja 
mitmed tema omadused teoreemide kujul esitatud. Töö neljandas 
osas on antud Fermat’ teoreemi tõestus n =  3 tarvis, toetudes eel
pool leitud tulemustele. Niiviisi saadud tõestust võib lugeda 
Euleri tõestuse teisendiks.



EESTI NSV RANNIKUMEREDE HÜDROGRAAFILISE 

UURIMISE AJALOOST

(kuni 1917 aastani)

Geogr. tead. kand. E. Varep

Geograafia kateeder

Balti meri on juba kaugest minevikust alates etendanud tähtsat 
osa Euroopa rahvaste vahelises suhtlemises. Balti meri on iidne 
kaubatee, mille kaudu juba Vana-Vene maad suhtlesid Põhja- ja 
Lääne-Euroopa rahvastega. Kuid ühtlasi on Balti mere kaudu tun
gitud korduvalt kallale NSV Liidu rahvastele, mille tõttu see meri 
on kujunenud sajandeid kestnud võitluste areeniks.1

Kuigi kõige varasemad teated Balti mere kohta on pärit juba 
antiikajast, algas ta täpsem geograafiline tundmaõppimine tundu
valt hiljem. Vanimad Balti mere kaardid on pärit XVI sajandist.2 
Need on koostatud praktilise meresõidu vajadusteks ning peamiselt 
meremeeste eneste poolt tehtud tähelepanekute alusel. Neil kaar
tidel puudus vajalik teaduslik alus ning nad olid isegi rannikute 
kontuuride osas väga ligikaudsed. Suuremat tähelepanu on neil 
pööratud meresõidus tähtsate orientiiride (neemed, saared jne.) 
esitamisele; ka on neile kantud mõned meresõidu praktikast tuntud 
kõige ohtlikumad karid ja madalad. Üksikuil kaartidel leidub ka 
juba teatud arv sügavusandmeid. Eriti tuntud olid hollandlase 
Lucas Waghenaeri kaardid, mis XVI sajandi lõpul ning XVII sa
jandi esimesel poolel leidsid laialdast kasutamist (joon. 1).

Olulist muutust ei toimunud Balti mere geograafilise uurimise 
alal ka XVII sajandil, mil Rootsi vallutas suurema osa Balti mere 
rannikuist ning kujunes domineerivaks riigiks ka merel. Sõjalised 
ja kaubanduslikud huvid, eriti aga meresõidu vajadused sundisid 
Rootsit siiski pöörama teatavat tähelepanu Balti mere kaartide

1 Ш а с к о л ь с к и й ,  И. П. Маршрут торгового пути из Невы в Балтий
ское море в IX—X III вв., Географический сборник III , Географическое Обще
ство Союза ССР, М.— JI. 1954, lk. 146.

2 A r b u s o w ,  L. Vorläufige Ubersicht über die Kartographie Alt-Livlands 
bis 1595, Sitzungsberichte der Gesellschaft für Geschichte und Altertumskunde 
zu Riga, Riga 1935, lk. 64 jj.
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koostamisele. Rootsi admiraliteedi väljaandel ilmus XVII sajandi 
teisel poolel, eriti aga sajandi lõpul rida merekaarte ning -atlasi, 
mida algul kasutati ka Peeter I poolt loodud Vene laevastikus. 
Needki kaardid, kuigi varasematega võrreldes märksa täielikumad, 
olid koostatud peamiselt praktilise meresõidu kogemuste alusel. 
Hüdrograafiliste uurimistööde kohta Eesti rannikuil ei ole XVII sa

jandist ancjmeid.
XVIII sajandi algul saavutas Venemaa Põhjasõjas juurdepääsu 

Balti merele. Peeter I initsiatiivil loodi Põhjasõja võitluste käigus 
Balti merel tugev laevastik ning Venemaa kujunes võimsaks Balti 
mere riigiks. Balti mere tähtsust Venemaale suurendas veelgi 
impeeriumi uue pealinna Peterburi rajamine selle mere rannikule. 
Balti meri muutus nii kaubanduse kui ka riigikaitse seisukohast 
Vene impeeriumi tähtsaimaks mereks, mille teaduslikule uurimisele 
pöörati erilist tähelepanu.3

XVIII sajandi algul oli Venemaa, mille koosseisu kuulus Eesti 
1710. aastast alates, sõjaliselt võimas ning majanduslikult ja kul
tuuriliselt kiiresti arenev riik. Peeter I, kelle nimega on seotud 
Venemaa tõus Euroopa suurriigiks, võitles, nagu teame, aastaküm
neid vaba juurdepääsu eest meredele. Sellega seoses pööras Pee
ter I erilist tähelepanu ka merede geograafilisele uurimisele. Pee
ter I käsul alustati samaaegselt Vene laevastiku loomisega Aasovi, 
Kaspia ja Musta mere ning Vaikse ookeani teaduslikku uurimist. 
Ta algatas ekspeditsioonide korraldamist, mille eesmärgiks oli 
kaubanduslike sidemete loomine Idamaadega. Peetri initsiatiivil 
pandi Venemaal alus geodeetilistele ja kartograafilistele töödele 
ning alustati kaartide ja geograafilise kirjanduse väljaandmist.4

Ka Eesti rannikumerede teadusliku uurimise alal kuulub initsia
tiiv Peeter I-le. Balti merel algasid hüdrograafilised tööd 1710. aas
tal Soome lahe äärmise idaosa mõõdistamisega.5 Suurema ulatuse 
omandasid uurimistööd aga alles pärast Rootsi laevastiku hävita
mist lahingus Hangö neeme juures 1714. a., mis kindlustas Vene 
merejõudude domineerimise Balti merel. 1715. a. alustati Peetri 
käsul Balti merel laialdasi hüdrograafilisi uurimisi, mis hõlmasid 
ka Eesti rannikualasid. Nende tööde teostamiseks saadeti Soome 
lahele kapten E. Lane ja navigaator А. I. Kožin, Riia lahele aga 
leitnandid M. Travin ja D. I. Mjasnoi. Tööde üldiseks juhatajaks 
oli 1702. a. Vene teenistusse astunud inglise kapten Edward Lane, 
kes töötas ise Soome lahe idaosa mõõdistamisel. Alam-tüürimees, 
hiljem leitnant А. I. Kožin töötas Soome lahe lääneosas, Suursaa-

3 3 у б о в, H. Н. Отечественные мореплаватели — исследователи морей 
и океанов, Москва 1954, lk. 52.

4 Л е б е д е в ,  Д. М. География в России петровского времени, М.— Л. 
1950, lk. 3.

5 Краткий исторический очерк гидрографии русских морей, ч. III , Бал
тийское море с заливами, СПБ, 1902, lk. 2.
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alusel ning oleksid varustatud pikkus- ja laiuskraadide võrguga 
ning andmetega sügavuste ja kompassi hälvete kohta.21

Selle ülesande täitmine usaldati kapten Sarõtševile, silmapaist
vale meresõitjale, geograafile ja hüdrograafile. Gavril Andrejevitš 
Sarõtšev (1763— 1831)22 oli silma paistnud Vaikse ookeani põhja
ossa korraldatud ekspeditsioonil. 1802. a. alates purjetas ta rea aas
tate vältel Balti merel, teostades siin koos oma abilistega astro
noom E. I. Abrossimovi ja tüürimees А. I. Kolodkiniga Balti mere 
kaartide parandamise ja täiendamise eesmärgil astronoomilisi ja 
hüdrograafilisi tõid. Ülendatud 1803. a. kontradmiraliks ning 
Admiraliteedi kolleegiumi liikmeks, avaldas ta 1808. a. oma uuri
miste aruande 23, 1809. a. aga uue Balti mere atlase ning 1817 a. 
lootsiraamatu, mis varasemate Nagajevi töödega võrreldes olid olu
liseks sammuks edasi. Ühtlasi avaldas ta rea juhendeid hüdrograa
filiste ja astronoomiliste tööde teostamiseks meredel.

Pärast Sarõtševi tööde ilmumist saadeti Admiraliteedi poolt 
peaaegu igal aastal välja laevu Soome lahe üksikute osade täpse
maks mõõdistamiseks. Nende tööde raames teostati Eesti rannikuil 
mõõdistamisi 1821. a. Eru ja Käsmu lahes, 1822. а. Hara ja Pakri 
lahes ning Vormsi ümbruses, 11823. a. Koiga lahe ja Pärispea 
rannikul, 1824. a. aga Ihasalu lahes ning Aegna, Prangli ja Aksi 
ümbruses.24 Nimetatud mõõdistamiste andmeid kasutati uue Balti 
mere atlase koostamisel, mis ilmus kindral-major Spafarjevi toime
tusel 1823. a.

XIX sajandi esimestel aastakümnetel teostasid К- I. Tenner, 
F W Struve ja F F Schubert Balti mere rannikul esimesi triangu- 
latsioonilisi töid .25 See tegi võimalikuks rajada ka Balti merel teh
tavad hüdrograafilised tööd täpsele geodeetilisele alusele, mis 
senini puudus. Et ka senised sügavuste mõõtmised ei omanud vaja
likku täpsust ning et üldse senised tööd ühtse juhtiva keskuse ja süs
temaatilise kontrolli puudumise tõttu olid väga mitmesuguse väär
tusega, sai üha selgemaks uue üldise Balti mere hüdrograafilise 
uurimise vajalikkus. Umbes samal ajal, XIX sajandi kahekümnen
datel aastatel, algas ka teiste Vene impeeriumi merede süstemaati
line uurimine. Kõnesolevad uurimistööd olid väga suure ulatusega, 
nõudsid suure hulga spetsiaalse väljaõppega hüdrograafide raken
damist ning ühtset keskust tööde juhtimiseks ja kontrollimiseks. 
Selleks asutati 1827 a. hüdrograafia peavalitsus ning moodustati

21 Краткий исторический очерк ., lk. 4.
22 З у б о в ,  H. Н. Гаврил Андреевич Сарычев, Русские мореплаватели, 

Москва 1953, lk. 125— 136.
23 Дневные записки плавания вице-адмирала Гаврилы Сарычева по Бал

тийскому морю и Финскому заливу в 1802, 1803, 1804 и 1805 годах, с астро
номическими и геодезическими наблюдениями, принадлежащими к поправле

нию морских карт, СПБ, 1808.
24 Краткий исторический очерк lk. 8.
25 Ж  е л н и н, Г А. Развитие основных астрономо-геодезических работ 

на территории Эстонской ССР в период 1811 — 1940 гг., Известия Академии 
Наук Эстонской ССР 1953, Г II, №  1, lk. 70—79.
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spetsiaalne laevastiku tüürimeeste korpus, kelle peamiseks üles
andeks jäi hüdrograafiliste uurimiste teostamine.26

1828. a. võeti vastu otsus Balti mere uueks täpseks hüdrograa- 
filiseks uurimiseks rangelt teaduslikel alustel.27 Tööde üldiseks 
juhiks määrati silmapaistev vene geodeet kindral-leitnant 
F F Schubert (1789— 1865), kelle järgi kogu üritust hakati nime
tama Schuberti ekspeditsiooniks. Tööde ulatuselt ja kestuselt kuju
nes see üheks suurimaks teaduslikuks ürituseks, mida on Eestis 
teostatud.

Uurimistööde esimestel aastatel teostati peamiselt triangulatsi- 
oonilisi töid. Neid asus juhtima leitnant V. V Wrangel (1797— 1872), 
kes oli saanud vajaliku väljaõppe Struve poolt teostatud triangu- 
latsioonilistel töödel. Wrangel töötas Balti mere hüdrograafilisel 
uurimisel kuni 1861. aastani, mil ta nimetati Tallinna sadama koman
döriks. 1866. a. ülendati ta admiraliks ning valiti ühtlasi Teaduste 
Akadeemia korrespondeerivaks liikmeks. Wrangeli poolt teostata
vate triangulatsioonitööde lähtekohaks oli Tallinna Lasnamäele 
ehitatud observatoorium. 1830. a. teostasid Wrangel ja Kislakovski 
Tallinna lahe jääl baasise mõõtmise 2252 sülla pikkuses. 1832. aas
taks- oli Soome lahe triangulatsioon Kroonlinnast Porkkalani ning 
Ristna tuletornini lõpetatud.28 1834. a. jätkas Wrangel triangulat
siooni Haapsalust Pärnuni, sidudes selle Struve poolt teostatud 
Liivimaa triangulatsiooniga. 1837-— 1838. a. toimusid triangulatsioo- 
nilised tööd Hiiumaal, Muhus ja Saaremaal. 1839. a. lõpetati trian
gulatsiooniga seotud arvutused. Järgnevail aastail jätkusid triangu- 
latsioonitööd peamiselt Botnia lahe rannikul.

Seoses Balti mere triangulatsiooniga teostati 1833. a. kindral
leitnant Schuberti juhtimisel kronomeetriline ekspeditsioon, millest 
võtsid osa kõik Balti mere riigid. Ekspeditsioon toimus aurikul 
„Gerkules”, millele oli paigutatud 56 kronomeetrit. Ekspeditsioo
nil määrati kronomeetriliselt 18 punkti geograafilised pikkused, 
Eesti alalt Tallinna, Ristna ja Sõrve kohta.29

Paralleelselt triangulatsiooniga alustati juba uurimistööde esi
mestel aastatel ka sügavuste mõõtmist ning rannikute kaardista
mist. Töid teostati algul piiratud ulatuses, peamiselt Kroonlinna ja 
Tallinna ümbruses. Nii teostati 1829.— 1832. aastail leitnant Laza- 
revi ja teiste poolt Tallinna lahe ja Tallinna ümbruse madalate 
mõõdistamine, mida hiljem täiendati. Suuremas ulatuses alustati

26 С а л и щ е в, К. А. Основы картоведения, часть историческая и карто
графические материалы, Москва 1948, lk. 196.

27 М. Р ( е йне к е ) ,  Обзор съемки и промера Балтийского моря. З а 
писки гидрографического департамента Морского Министерства, ч. II, СПБ, 
1844, стр. 233—302.

28 Съемка берегов Балтийского моря, производящаяся под начальством 
генерал-лейтенанта Шуберта. Записки Гидрогеографического Депо, ч. I, СПБ, 
1835, lk. 19.

29 Хронометрическая экспедиция, произведенная в 1833 году под на
чальством генерал-лейтенанта Шуберта. Записки Гидрографического Депо,
ч. III, СПБ, 1836, lk. 1—258; ч. IV, СПБ, 1836, lk. 1 — 182.
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hüdrograafilisi töid 1833. a., s. о. pärast Soome lahe triangulat
siooni lõpetamist. Hüdrograafiliste tööde juhiks nimetati kapten
leitnant M. F Reinecke (surnud 1859. a.) kes varem oli töötanud 
Valge ja Barentsi mere uurimisel. Balti mere hüdrograafilist uuri
mist juhatas ta kuni 1852. aastani. Tõusnud viitse-admiraliks, oli 
ta hiljem Mereministeeriumi hüdrograafia departemangu direkto
riks. M. F Reinecke juhtimisel moodustati 1833. a. spetsiaalne hüd- 
rograafide rühm, kelle käsutusse anti igal aastal teatav arv laevu 
ning muid vahendeid. Reinecke alustas töid Soome rannikul, hiljem 
kanti need üle Põhja-Eesti rannikuile. 1840. a. mo#du5tati veel teine, 
nn. lõunapoolne hüdrograafide rühm V V Wrangeli juhtimisel, kes 
alustas tööd Riia lahel. Mõlemad rühmad jagunesid salkadeks, 
keda juhatasid ohvitserid. Pikemat aega töötasid nendest Eesti 
rannikuil leitnandid Andrejev, Grivtsov, Ivanov, Kolmakov, Leont- 
jev, Larionov jt.

Eesti rannikuil toimusid uurimistööd peamiselt neljakümnen
dail ja viiekümnendail aastail. Töödest võttis osa väga suur arv 
uurijaid. Üksikuil aastail ulatus hüdrograafilistele töödele rakenda
tud isikute arv 600-ni ja isegi üle selle. 1851. aastal näiteks tööta
sid põhjapoolses rühmas 28 ohvitseri ja 299 sõdurit, lõunapoolses 
rühmas 27 ohvitseri ja 285 sõdurit. Kui arvata kaasa ka uurimis
töödele rakendatud laevade meeskonnad, ulatus nimetatud aastal 
uurimistöödest osavõtjate arv üle 1000 inimese.30

Alates 1833. aastast, mil algasid ulatuslikumad hüdrograafilised 
tööd, anti uurijate käsutusse rida laevu, milledest olgu nimetatud 
kuunarid „Sneg”, „Vihr”, ,,Dožd” ,,Raduga’V „Grad” jmt., brikid 
„Diomid”, „Nestor” „Filoktet”, „Paris”, „Priam” ja „Ajaks”, 
aurikud „Bõstrõi” ja „Pospešnõi” ' jahtlaev „Goluka” , transpordi- 
laevad „Volhov” „Petšora”, „Mologa” „Pinega” jne. Laevu kasu
tati uurimisrühmade kohaletransportimiseks ning varustamiseks, 
kuid ka mõõdistamistöödeks ulgumerel. Ranna lähedal teostati 
mõõdistamist spetsiaalsete mõõtepaatide abil, mida oli ekspedit
sioonil arvukalt kasutada.

Uurimistööd, mis kestsid aastakümneid ning mida tuli teostada 
sageli väga rasketes tingimustes, nõudsid uurijailt suuri 
pingutusi ning olid seotud mitmesuguste ohtudega. Nii hukkus 
1847, a. juuli algul Vaindloo saare juures tihedas udus purjelaev 
„Nestor”, mis oli teel Tallinnast Soome skäärides töötava uurimis- 
salga juurde.31

XIX sajandi viiekümnendaiks aastaiks viidi enamik töid Balti 
merel lõpule ning 1853. a. lõpetas Schuberti hüdrograafiline ekspe
ditsioon tegevuse. Eesti rannikuil jätkusid uurimistööd aga ka veel 
järgnevail aastail Wrangeli juhtimisel, peamiselt Riia lahel kuni 
1859. aastani. Pärast seda jätkusid tööd peamiselt Balti mere teis
tes osades.

30 Краткий исторический очерк ., lk. 28— 29.
31 Samas, lk. 23.
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Kõnesolevate uurimistööde tulemused olid väga suured. Uuri
mistööde käigus teostati rannikute kaardistamine ning ranniku
mere hüdrograafiline uurimine. Peale sügavuste mõõtmise teostati 
ka merepõhja ja hoovuste uurimist ning magnetomeetrilisi vaat
lusi. Uurimistööde tulemuste põhjal koostati uued merekaardid^ 
mis olid kasutusel kuni Esimese maailmasõjani, osalt isegi veel 
pärast seda.

IV

XIX sajandi keskel teostatud ulatuslike uurimistööde järel oli 
Balti meri kahtlemata hüdrograafiliselt üheks kõige paremini uuri
tud Vene impeeriumi mereks. Seetõttu suunati XIX sajandi lõpul 
ning XX sajandi algul Balti mere uurimisele suhteliselt vähe 
jõude. Peamine tähelepanu oli sel perioodil pööratud Venemaa 
teiste merede hüdrograafilised uurimisele. Siiski nõudis meresõidu 
areng, eriti üleminek purjelaevadelt aurikute kasutamisele ning 
laevade mõõtmete järkjärguline suurenemine ka Balti merel hüd
rograafiliste tööde jätkamist. Uurimistööde jätkamist dikteerisid 
riigikaitse vajadused eriti sajandi lõpust alates, mil imperialistlike 
suurriikide vahekorrad omandasid äärmise teravuse.

XIX sajandi viimastel aastakümnetel ja XX sajandi algul teos
tati Eesti rannikuil detailset merede mõõdistamist üksikutes, pea
miselt strateegiliselt tähtsates piirkondades, nagu Irbeni väinas 
(1882— 1886), Kihnu väinas (1883— 1893), Soela väinas (1883— 
1898), Väinameres (1886— 1888), Põhja-Eesti, Saaremaa ja Hiiu
maa sügavamates lahtedes ja veel mõningates teistes paikades. 
Hüdrograafiliste tööde juhiks kõnesoleval perioodil oli silmapaistev 
teadlane-hüdrograaf, 1. järgu kapten E. V Berjozin. Võrreldes 
varasemate töödega on nende mõõdistamiste kvaliteet tunduvalt 
kõrgem, kuid n§id suudeti teostada suhteliselt piiratud alal.

1908. ä. asuti teostama Balti mere uut süstemaatilist mõõdista
mist mõõdus 1 : 16800 32 Tööde programmi kohaselt tulnuks teos
tada rannikute uus triangulatsioon ning mõõdistamine mensulil 
5 miili kauguseni sisemaale, merel aga täpne sügavuste loodimine, 
merepõhja, hoovuste, magnetiliste hälvete jne. uurimine. Tööd kat
kestas I imperialistlik maailmasõda. Eesti rannikuil suudeti nende 
tööde raames teostada detailset mõõdistamist ainult vähestes koh
tades üsna piiratud ulatuses (1908. a. Haapsalu lahes, 1913. a. 
Ariste lahes)

Vene meremeeste ja teadlaste hüdrograafilised uurimistööd 
Eesti NSV rannikuil enam kui kahe sajandi vältel on rikastanud 
teadust paljude tähtsate andmetega Balti mere kohta. Selletõttu on 
neil uurimistöödel Balti mere geograafilise uurimise ajaloos jäädav

32 С а л и щ е в ,  К. A. viidatud teos, lk. 198.
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koht. Need tööd on teostatud oma aja kohta väga suure täpsusega 
ning nende tulemused on olnud suure tähtsusega laevasõidu tingi
muste parandamisel Balti merel.

Paljud Eesti NSV rannikumerede uurimisest osavõtnud vene 
meremehed ja teadlased on jäädvustanud oma nimed Eesti ranniku 
merekaartidel nende poolt avastatud madalate ja karide nimedes 
(joon. 3). Leidub ka üksikuid nimesid, mis on antud siin töötanud

uurimislaevade järgi. Vanemate, enamasti saksa ja rootsi pärit
oluga kohanimede kõrval moodustavad need meie rannikumerega 
seotud kohanimedest üsna olulise osa. Ühtlasi on need jäädavaks 
mälestusmärgiks vapratele meremeestele ja teadlastele, kellel Eesti 
NSV geograafilise uurimise ajaloos on suured teened.

L I SA

Vene kohanimed Eesti NSV rannikumeredel

(Koha asend on näidatud joon. 3 )

A f a n a s j e v i  m a d a l  (банка Афанасьева) — Riia lahes 
Varbla rannikul (40). Nimetatud staabikapten Afanasjevi auks, kes 
oli XIX sajandi teisel poolel tegev Balti mere hüdrograafilisel 
uurimisel.

A n d r e j e v i  m a d a l  (банка Андреева) — Balti meres 
Eesti NSV looderannikul (16). Vt. järgnev kohanimi.
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A n d r e j e v i  m a d a l  (банка Андреева) — Balti meres Hiiu
maa rannikul (22) Nimetatud XIX sajandi viiekümnendais aastais 
Eesti rannikuil töötanud hüdrograafide salga ülema Aleksandr 
Petrovitš Andrejevi auks (hiljem kindral-major, silmapaistev hüdro- 
graaf, Valge mere, Laadoga ja Onega järve uurija).

A l e k s a n d r i  m a d a l  (банка Александра) — Riia lahes 
Kihnu rannikul (42) Nime päritolu vajab selgitamist.

B a r a b a n o v i  m a d a l  (банка Барабанова) —  Soome 
lahes Mahu rannikul (1). Nimi (varem Барабан) esineb juba 
Nagajevi merekaartidel.

B e r j o z i n i  m a d a l  (банка Берёзина) — Balti meres Irbeni 
väina lähistel (36) Nimetatud silmapaistva õpetlase-hüdrograafi, 
esimese järgu kapteni E. V Berjozini auks, kes oli XIX sajandi 
70-ndail ja 80-ndail aastail Balti merel tehtavate hüdrograafiliste 
tööde juhiks.

B õ s t r õ i  m a d a l  (банка Быстрый) — Riia lahes Kabli 
rannikul (43). Nimetatud uurimislaeva, auriku „Bõstrõi” järgi, mis 
teostas kõnesolevas piirkonnas uurimisi 1857 ja 1858. aastail.

D i o m e d e s e  ( D i o m i d i )  m a d a l  (банка Диомид) — 
Soome lahes Mahu rannikul (2) Nimetatud uurimislaeva, briki 
„Diomid” järgi, mis töötas siin 1846. ja järgnevail aastail.

D u r a k i n i  m a d a l  (банка Дуракина) — Balti meres Hiiu
maa rannikul (26) Nimetatud alamleitnant Durakini auks, kes
XIX sajandi 60-ndail aastail töötas Balti merel hüdrograafilistel 
töödel.

G l o t o v i  m a d a l  (банка Глотова) — Balti meres, Hiiumaast 
loodes (20). Nimetatud leitnant Glotovi (hiljem kapten) auks, kes 
teostas siin 1853. a. aurikul „Bõstrõi” hüdrograafilisi uurimisi.

G r i v t s o v i  m a d a l  (банка Гривцова)— Balti meres Hiiu
maa rannikul (28). Nimetatud lipniku Grivtsovi (alates 1851. a. 
nooremleitnant) auks, kes oli X IX sajandi 40-ndail ja 50-nclail 
aastail Eesti rannikuil töötanud hüdrograafide salga ülemaks.

H u d j a k o v i  k i v i  (камень Худякова) — Soome'lahes Tal
linna kivi läheduses (8). Nimetatud nähtavasti Sarõtševi poolt ta 
ekspeditsioonidest osavõtja geodeet Hudjakovi auks.

I v a n o v s k i  m a d a l  (банка Ивановского) — Balti meres 
Irbeni väina lähistel (37). Nimetatud hüdrograafide salga ülema 
leitnant Ivanovski (hiljem polkovnik) auks,, kes teostas siin 1882.— 
1885. a. hüdrograafilisi uurimisi. Eestikeelseil kaartidel ekslikult 
ka Ivanovi madal.

K a r p o v i  m a d a l  (банка Карпова) — Soome lahes Viimsi 
poolsaare rannikul (7). Nimi esineb juba N*agajevil. Eestikeelseil 
kaartidel ka Krabi madal.

K o l m a k o v i  m a d a l  (банка Колмакова) — Balti meres 
ENSV looderannikul (14) Nimetatud lipnik Kolmakovi auks, kes 
teostas 1850.— 1851. a. topograafilisi töid Haapsalu ümbruses ja 
Hiiumaal.

K o m p a s s i  m a d a l  (банка Компас) — Väinameres Muhu
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rannikul (39)’. Nimetatud XIX sajandi keskel Balti mere hüdro
graafiliste! uurimistöödel rakendatud uurimislaeva, kuunari „Kom
pass” järgi.

K o r o l j o v i  m a d a l  (банка Королёва) — Balti meres Hiiu
maa rannikul (24) Nime päritolu vajab selgitamist.

K u z n e t s o v i  m a d a l  (банка Кузнецова) — Balti meres 
Hiiumaa rannikul (23) Nimetatud kapten-leitnant Kuznetsovi auks, 
kes oli siin 1849. a. töötanud uurimislaeva „Strelna” komandöriks.

L a r i n i  m a d a l  (банка Ларина) — Riia lahes Varbla ranni
kul (41) Nime päritolu vajab selgitamist.

L e o n t j e v i  m a d a l  (банка Леонтьева) — Tallinna lahes 
(11). Nimetatud lipnik Leontjevi auks, kes töötas XIX sajandi kes
kel Balti merel hüdrograafilistel töödel.

M a k s i m o v i  m a d a l  (банка Максимова) — Balti meres 
Hiiumaa rannikul (25). Nimetatud lipnik Maksimovi auks, kes oli 
ühe XIX sajandi keskel Balti merel töötanud hüdrograafide salga 
ülemaks.

N a g a  j e v i  m a d a l  (банка Нагаева) — Soome lahes Vergi 
rannikul (6). Vt. järgnev kohanimi.

N a g a j e v i  m a d a l  (банка Нагаева) — Balti meres Hiiu
maa rannikul (21) Nimetatud admiral Nagajevi auks.

N e u p o k o j e v i  m a d a l a d  (банка Неупокоева) — 3 mada
lat Balti meres Hiiumaa rannikul (27. 29, 30) Vt. järgnev koha
nimi.

N e u p o k o j e v i  m a d a l  (банка Неупокоева) — Balti 
meres Hiiumaa rannikul (31) Nimetatud XIX sajandi keskel siin 
töötanud hüdrograafi, lipnik Neupokojevi auks.

P e t r o v i  m a d a l  (банка Петрова) — Riia lahes Ikla ranni
kul (44). Nime päritolu vajab selgitamist.

R j a b i n i n i  m a d a l  (банка Рябинина) — Balti meres Saa
remaa läänerannikul (32). Nimi on antud admiral Nagajevi poolt 
ühe oma abilise М. I. Rjabinini auks, kes 1748.— 1751. a. teostas 
Balti merel hüdrograafilisi uurimistöid. Kohalike elanike poolt kasu
tatav nimetus — Rabina kalju — on pääsenud ka kirjandusse.

R a b o t n i k u  m a d a l  (банка Работник) — Balti meres 
Irbeni väina lähistel (35). Nimetatud uurimislaeva, auriku 
„Rabotnik” järgi, mis teostas siin 1882.— 1886. a. hüdrograafilisi 
uurimisi.

R o d i o n o v i  m a d a l  (банка Родионова) — Soome lahes 
Mahu rannikul (3) Nimetatud uurimislaeva „Sneg” komandöri, 
kapten-leitnant Rodionovi auks.

S a r õ t š e v i  m a d a l  (банка Сарычева) — Balti meres $aa- 
remaa läänerannikul (34). Nimetatud silmapaistva teadlase-geo- 
graafi admiral G. A. Sarõtševi auks.

S a v i n o v i  m a d a l  (банка Савинова) — Balti meres Eesti 
NSV looderannikul (15).

S e r b i n i m a d a l  (банка Сербина) — Balti meres Hiiumaast 
põhja pool (18) Nimetatud Nagajevi ühe abilise, leitnant Nikita
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Serbini auks, kes 1745.— 1753. a. laevadel „Sturman” ja ,,Lots- 
man” teostas Balti merel hüdrograafilisi uurimisi.

S g i b n e v i  m a d a l  (банка Сгибнева) — Balti meres Eesti 
NSV looderannikul (12). Vt. järgnev kohanimi.

S g i b n e v i  m a d a l  (банка Сгибнева) — Balti meres Eesti 
NSV looderannikul (17). Nime päritolu vajab selgitamist.

S i h i m a d a l  (Створная банка) — Väinameres Kumari saare 
piirkonnas (38).

S n j e g i  m a d a l  (банка Снег) — Soome lahes Vainupää 
ranniku kohal (4) Nimetatud uurimislaeva, kuunari „Sneg” järgi, 
mis teostas siin uurimisi 1846. ja järgnevail aastail.

U u s  m a d a l  (Новая мель) -— Soome lahes Naissaarest kir
des (9). Nimi esineb juba Nagajevi kaartidel. Uuematel kaartidel 
esineb kohanimi ka eestistatud kujul (банка Усмадал)

T š e r n j a j e v i  m a d a l  (банка Черняева) — Tallinna lahes 
(10). Eestikeelsetes lootsiraamatutes Musta madalik.

T š e r n o v i  m a d a l  (банка Чернёва) — Balti meres Eesti 
NSV looderannikul (13). Vt. järgnev kohanimi.

T š e r n o v i  m a d a l  (банка Чернёва) — Balti meres Saare
maa läänerannikul (33) Nimi on antud Nagajevi poolt ühe oma 
abilise Tšernovi auks. Kohalik nimetus Mustpank on tuletatud eel
misest.

T u i m a d a l  (банка Голубка) — Soome lahes Vergi rannikul 
(5) Nimi on antud siin 1846. ja järgnevail aastail uurimisi teos
tanud jahtlaeva „Golubka” järgi. Uuematel kaartidel esineb koha
nimi ka eestikeelses tõlkes (банка Туймадалик)

V i n k o v i  m a d a l  (банка Винкова) — Balti meres Hiiu
maa ranniku kohal (19) Nimi on antud Nagajevi poolt leitnant 
Vassili Vinkovi (hiljem esimese järgu kapten) auks, kes XVIII 
sajandi keskpaiku teostas siin hüdrograafilisi uurimisi.



ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК ГИДРОГРАФИЧЕСКОГО ИССЛЕ

ДОВАНИЯ БАЛТИЙСКОГО МОРЯ НА БЕРЕГАХ 

ЭСТОНСКОЙ ССР

(до 1917 года)

Канд. геол. наук Э. Вареп

Кафедра географии

Резюме

Гидрографические исследования Балтийского моря ца бере
гах Эстонии были начаты ло инициативе Петра I вскоре после 
присоединения территории Эстонии к Русской империи. По при
казу Петра I на берегах Эстонии в 1715 году работали питомцы 
Московской школы математических навигацких наук — офице
ры морского флота А. И. Кожин (на Финском заливе), М. Тра
вин и Д. И. Мясной (на Рижском заливе) В -1717— 1718 гг. на 
берегах Эстонии работали К. Верден и первый русский гидрограф 
Ф. И. Соймонов. В 1719 году приступили к общей съемке Фин
ского залива под руководством И. Любераса, который в резуль
тате своих работ 1726 года предъявил адмиралтейской коллегии 
общую карту Финского залива и ряд специальных карт, в том 
числе и карты побережья северной Эстонии.

После смерти Петра I исследование Балтийского моря про
должалось под руководством Ф. И. Соймонова, но самым важ
ным достижением по научному изучению Балтийского моря в 
XVIII веке были исследовательские работы под руководством 
А. И. Нагаева, начатые в 1746 г. На берегах Эстонии работали 
Лебядников, Плещеев, Рябинин, Сербии, Чернов, Винков и дру
гие сотрудники Нагаева, осуществившие здесь весьма обширные 
и — для того времени — точные гидрографические исследования. 
Морские карты берегов Эстонии, составленные Нагаевым, нахо
дили применение в мореходстве свыше 60 лет (до начала XIX 
века).

После окончания исследовательских работ Нагаева во второй 
половине XVIII века на побережьях Эстонии производились 
только небольшие дополнительные исследования в некоторых от
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дельных местах. Но, в результате развития мореходства и при
менения точных инструментов, карты Нагаева в начале XIX века 
уже не соответствовали требованиям. В 1802 году Адмиралтей
ская коллегия решила приступить к составлению новых карт Бал
тийского моря. Выполнение этого задания было доверено Г А. Са- 
рычеву. В 1802— 1807 гг он работал с помощниками на Финском 
заливе и дополнил морские карты побережья Эстонии.

В 1828 году было принято решение о систематическом гидро
графическом исследовании Балтийского моря. По объему и дли
тельности работ это научное исследование принадлежало к числу 
наиболее обширных в Эстонии. Руководителями исследователь- 
ных работ были Ф. Ф. Шуберт, В. В. Врангель и М. Ф. Рейнеке. 
Вначале производились главным образом триангуляционные ра
боты под руководством В. В. Врангеля, законченные в Эстонии в 
1839 году Обширные гидрологические работы начались в 1833 
году под руководством М. Ф. Рейнеке. Начиная с 1840 года была 
дополнительно составлена вторая, южная группа гидрографов 
под руководством В. В. Врангеля. Количество людей на гидрогра
фических и топографических работах в отдельные годы (напр, в 
1851 г.) превышало 600, а вместе с экипажем судна участников 
экспедиции было свыше 1000 человек. Работы в основном закон
чились к 1853 году, когда экспедиция Шуберта была упразднена. 
После этого гидрографические работы продолжались под руковод
ством Врангеля лишь в незначительном количестве в пределах 
Рижского залива и велись до 1859 года.

В конце XIX и в начале XX века главное внимание было уде
лено исследованию других морей Русской империи. Но развитие 
мореходства потребовало продолжения исследования Балтийского 
моря. В указанный период детальное исследование морей прово
дилось на берегах Эстонии в стратегически важных проливах и за
ливах, но в ограниченной мере. Начатые в 1908 году новые де
тальные съемки Балтийского моря были вскоре прерваны начав
шейся первой империалистической войной.

Имена многих мореплавателей и ученых, принимавших уча
стие в исследовании морей Эстонской ССР, запечатлены на мор
ских картах берегов Эстонии. Встречаются и некоторые имена, 
данные в честь работавших здесь исследовательских судов. Рус
ские имена на морских картах берегов Эстонии являются вечной 
памятью храбрым исследователям, имеющим большие заслуги в 
области географического исследования нашей республики.



СТРАТИГРАФИЯ КУКРУСЕСКОГО ГОРИЗОНТА (Сп) 

ЭСТОНСКОЙ ССР

Канд. геол.-минерал. наук А. Рыымусокс

Кафедра геологии

Введение

Важнейшим полезным ископаемым Эстонской ССР является, 
несомненно, горючий сланец, добывание которого началось в Эсто
нии во втором десятилетии настоящего века и продолжается с тех 
пор в возрастающих размерах. Одной из предпосылок для даль
нейшего расширения добычи горючего сланца является целе
сообразное проведение обширных геолого-разведочных работ. Но 
успехи последних зависят, по существу, от того, насколько хо
рошо известна стратиграфия слоев, содержащих горючий сланец. 
Из нижеследующего, однако, видно, что существующие схемы 
стратиграфического расчленения кукрусеского горизонта имеют 
локальный характер. Они составлены главным образом по разре
зам, расположенным недалеко друг от друга в промышленном 
районе сланцевого бассейна в восточной части Эстонии, и далеко 
не удовлетворяют современных требований геологической науки 
и практики.

В настоящей статье автором предложена новая схема страти
графического расчленения кукрусеского горизонта, которая яв
ляется результатом специальных биостратиграфических исследо
ваний с 1948 по 1954 года.

Использованы все богатые фаунистические материалы, имею
щиеся в музеях Эстонской ССР, в особенности коллекции Геоло
гического музея Академии Наук Эстонской ССР, собранные мно
гими геологами и самим автором.

Во время исследований автору помогали ценными советами 
уважаемые учителя автора, покойный проф. А. Луха, проф. 
К. Орвику и доц. Э. Мельс. Автор многим обязан кандидатам 
С. С. Бауков, Э. Юргенсон, А. Ораспыльд, X. Палмре и Л. Сарв, 
а также геологам Д. Кальо и Я. Кельпман. При составлении ра
боты автору оказывал услуги лабор. Э. Ууз.
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Исторический обзор

Кукрусеский горизонт (Си) =

=  Rother Brandschiefer (1а), частично; Ф. Шмидт 1858.

=  Kuckersche Schicht (Brandschiefer) (С2), частично; Ф. Шмидт 1881.

=  Kuckers Schale (Brandschiefer) (С2), частично; Ф Шмидт 1882.

=  Kuckers Formation (С2), частично; П. Раймонд 1916.

=  Kuckers Stage (С2), частично; X. Беккер 1921.

=  Kukruse lade (С2) и нижние слои йыхвиского горизонта; X. Беккер 1924.

=  Kukruse Stufe ( С 2 — С 3) и нижние слои йыхвиского горизонта; А. Эпик 
1927.

=  Kukruse Stufe (С2 — Сз) частично и нижние слои йыхвиского горизонта; 
А. Эпик 1930.

=  Kukruse Stufe (Сп ) и верхние пюссиские слои (т. е. нижние пром- 

пласты А, В, С); В. Яануссон 1945.

Кукрусеский горизонт среднего ордовика, как самостоятель
ная стратиграфическая единица, был обоснован Ф. Ш м и д т о м  
в 1858 г Он тщательно рассматривает распространение и лито
логию горючих сланцев и содержащуюся в них фауну. 
Ф. Ш м и д т  указывает следующие обнажения слоев горючего 
сланца: Ухтна, Коогу, Ванамыйза, Адина, Сала, Савала, Уни- 
кюла, Хирмусе и Кохтла.

Несколькими годами позднее, в 1881 г., Ф. Шмидт дает уже 
более детальную сводку по стратиграфии известняковой толщи 
со слоями горючих сланцев, называя этот комплекс пород кукру- 
сеским горизонтом (С2) (1881, стр. 28) В этой работе Ф. Шмидт, 
уточняя распространение горючих сланцев в Эстонии, отмечает, 
что самые мощные слои горючего сланца распространены между 
Раквере и Йыхви. Кроме ранее известных местонахождений го
рючих сланцев Ф. Шмидт называет еще Пальдиски, Ласнамяги, 
Ягала и Кукрусе. Из приведенных данных видно, что Ф Шмидту 
был известен не полный разрез кукрусеского горизонта, но лишь 
отдельные его части (рис. 1). Фауна кукрусеского горизонта, по 
Ф. Шмидту, тесно связана с фауной эхиносферитового известняка 
(Ci) и охарактеризована им в виде списка, содержащего 56 
видов.

В следующем 1882 году Ф. Шмидт дополняет сведения о ку- 
крусеском горизонте указанием на его мощность, измеряющуюся 
в пределах 9— 15 м, и списком характерных для С2 видов (1882, 
стр. 521)

Р Б а с с  л ер  (1911) приводит список фауны ордовика При
балтики, в котором для кукрусеского горизонта указывается 94 
вида.
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П. Р а й м о н д  (1916) повторяет данные Ф. Шмидта о гори
зонте Кукрусе, почти не добавляя к ним новых данных.

В сводке Н. Ф. П о г р е б о в а  (1920) даются впервые де
тальные описания всего разреза кукрусеского горизонта, довольно 
точные геологические карты северной части Эстонии (составлены 
П. Ф Крутиковым и В. М. Козловским) и подсчеты запасов го
рючего сланца. Н. Ф Погребов, П. Ф Крутиков и М. Д. Залес
ский на заседании Академии наук 17 ноября 1916 г. в Петер
бурге предложили для горючего сланца название — «кукерсит».

Много новых данных о стратиграфии кукрусеского горизонта

Рис. 1. Сопоставление стратиграфических схем кукрусеского горизонта. 
Штриховкой показаны слои, которые не были известны Ф. Шмидту. Звездоч
кой отмечен подгоризонт с Coelosphaeridium (слой V II I ) ,  а двумя звездоч

ками подгоризонт с мщанками (слои I— V II) .

дает X. Б е к к е р  (1921). Он оценивает мощность кукрусеского 
горизонта в западной части Эстонии в 9 м, в восточной 11 — 17 м; 
в работе X. Беккера приводится разрез сланцевой пачки из гор
ных выработок в Кохтла-Ярве с данными о фауне, собранной по
слойно. X. Беккером дается впервые корреляция разрезов кукру
сеского горизонта между западной и восточной частями Эстонии. 
X. Беккером дан и более полный список фауны кукрусеского го
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ризонта, в котором, однако, имеется ряд неправильных опреде
лений.

X. В и н к л е р  (1922) добавляет к данным Ф Шмидта и 
Н. Ф. Погребова мало нового материала. Список фауны кукрусе- 
ского горизонта составлен им по литературным данным и содер
жит много ошибок.

В 1923 году X. Беккер приводит предварительные данные о ре
зультатах новых исследований по стратиграфии кукрусеского го
ризонта, которые в более полном виде изложены им в его сле
дующей работе (1924). В этой последней работе X. Беккер дает 
кукрусескому горизонту впервые определенное стратиграфиче
ское разграничение: нижней границей его является подошва ниж
него слоя промышленной пачки горючего сланца (слой I или А), 
а верхней — самый верхний ясно выраженный слой горючего слан
ца. Мощность кукрусеского горизонта, по X. Беккеру, колеблется в 
пределах 8,4— 16,87 м. Им дается и первое подразделение гори
зонта на четыре подгоризонта (снизу вверх): подгоризонт с мшан

ками (слои I—'V II), подгоризонт с Coelosphaeridium (слой VIII), 
подгоризонт с брахиоподами (слои IX—XVI) и подгоризонт с 
Mesograptus-Climacograptus (слои XV II—X X III), (см. рис. 1). 
К сожалению, X. Беккер был мало знаком с обнажениями кукру
сеского горизонта в западной части Эстонии и основывал свою 
стратиграфическую схему лишь на данных и материалах, полу
ченных в промышленной части бассейна горючих сланцев. Сле
дует также отметить, что в этой работе X. Беккер полностью игно
рирует самостоятельность идавереского горизонта (Сз) Ф. Шмидта 
и причисляет соответствующие слои к йыхвискому горизонту (Di).

А. Э п и к  (1925) впервые обратил внимание на разные фа
ции кукрусеского горизонта в полосе его выхода.

В своих более поздних работах (1927— 1930) А. Эпик совсем 
необоснованно перенес название «идавереский горизонт» на верх
нюю часть кукрусеского горизонта (слои XV II—XXIII в схеме 
X. Беккера) Этим самым А. Эпик не игнорировал полностью ида
вереский горизонт, как X. Беккер, но высказался еще менее 
удачно, называя идаверескими слоями слои, которые по фауне 
и литологическому составу фактически относятся к кукрусескому 
горизонту (рис. 1).

Границы и подразделения кукрусеского горизонта в схемах
А. Эпика и X. Беккера не совпадают полностью; главное отличие 
заключается в том, что по А. Эпику нижней границей считается 
первый в разрезе среднего ордовика маломощный прослой горю
чего сланца, а не подошва промышленной пачки горючего сланца 
(слой I по X. Беккеру) (срв. также К. О р в и к у  1927, 1929). 
Свое подразделение кукрусеского горизонта (С2а — /?, СЗа — /?)
А. Эпик основывает на брахиоподах, изученных им самим; но, 
как показывают исследования автора настоящей статьи, это под
разделение является фаунистически мало обоснованным.
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Фауна кукрусеского горизонта, по А. Эпику, заключает более 
300 видов.

X. С к у п и н (1928) дает более уточненный список фауны ку
крусеского горизонта.

К. О р в и к у  (1940) рассматривает более подробно вопрос о 
границе горизонтов ухаку и кукрусе и впервые обращает внима
ние на эту границу в западной части Эстонии, исходя из литоло
гических исследований.

В. Я а н у с с о н  (1945) причисляет нижнюю часть кукрусе
ского горизонта (пласты А, В и С промышленной пачки — верх
няя часть С2а по А. Эпику) к ухакускому горизонту (Cic), одна
ко не обосновывает это фаунистически в достаточной мере. Кук
русеский горизонт подразделяется им на два подгоризонта: 
нижний, кохтлаский (С2̂  по А. Эпику) и верхний (С3 по А. Эпи
ку) Но В. Яануссон ошибочно сопоставляет Сф  А. Эпика, а тем 
самым и верхнюю часть кукрусеского горизонта X. Беккера, с ида- 
вереском горизонтом Ф. Шмидта (как уже было сказано, Сф  в 
действительности соответствует верхней части кукрусеского гори
зонта). Все же В. Яануссон исправляет ошибку X. Беккера и 
А. Эпика, восстанавливая самостоятельность идавереского гори
зонта (рис. 1). Нижняя граница кукрусеского горизонта в восточ
ной части Эстонии по В. Яануссону совпадает с нижней грани
цей подгоризонта С2/? по А. Эпику. В западной части Эстонии 
нижняя граница кукрусеского горизонта В. Яануссоном точно не 
установлена. Верхней границей горизонта В. Яануссон считает 
две четко выраженные сближенные поверхности размыва в кровле 
мергелистых известняков с прослойками горючего сланца. Верх
няя граница горизонта вполне обоснована, так как она четко от
ражает момент значительного изменения в составе фауны, а 
также в литологическом составе слоев; выше нее слои горючего 
сланца в разрезе практически отсутствуют (см. стр. 112).

Проблема границы между горизонтами кукрусе и идавере, рас
смотрена еще Р. М я н н и л ь, который приводит более подроб
ные данные о изменении фауны на этой границе.

В. В. Л е в ы  кин (1947) дает обзор стратиграфии кукрусе
ского горизонта по литературным данным, не сообщая, по суще
ству, ничего нового.

Довольно длинные списки фауны приводит Т. Н. А л и х о в а  
(1953), которая делает также попытку сопоставить разрезы ку
крусеского горизонта Эстонии и Ленинградской области. Страти
графическое расчленение Т Н. Алиховой ничем по существу не 
отличается от схем прежних авторов.

Кукрусеский горизонт кратко рассматривается еще Б. М. К е л 
л е р о м  (1954, стр. 28) и автором настоящей работы (А. Р ы ы - 
м у с о к с, 1956, стр. 24).

Наиболее поздний список фауны кукрусеского горизонта при
веден в работе Д. К ал  ьо и др. (1956).
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Наконец, литология горючих сланцев кукрусеского горизонта 
и условия сланценакопления рассматриваются в работе
С. С. Б а у к о в а  (1956).

f

Нижняя граница

Вопрос о нижней границе кукрусеского горизонта до самого 
последнего времени был одним из самых трудных для исследова
телей ордовика Эстонии, о чем можно судить по тому факту, что 
в разное время было предложено три разных варианта ее поло
жения. При этом следует указать, что все эти варианты базиро
вались на разрезах в восточной части Эстонии (в границах про
мышленного распределения горючих сланцев). Коррелировать 
эти разрезы с разрезами в других районах Эстонии было невоз
можно, поскольку отсутствовали данные о фациальном измене
нии пород кукрусеского горизонта, с одной стороны, и о фауне 
пограничных слоев ухакуского и кукрусеского горизонтов, с дру
гой стороны. Литологические критерии при корреляции разрезов 
оказывались бесплодными из-за наличия слоев горючего сланца 
как в кукрусеском, так и в ухакуском горизонтах.

В результате исследований автора выяснилось, что фауна уха
куского горизонта относительно резко изменяется выше подошвы 
сланцевого слоя А, залегающего внизу промышленной пачки го
рючего сланца. Подошва слоя А представляет из себя, по' сооб
щению С. С. Б а у к о в а ,  почти повсеместно поверхность раз
мыва. Таким образом, подтверждается вариант X. Б е к к е р а  о 
нижней границе кукрусеского горизонта, предложенный им еще 
в 1924 г. Приведем, однако, для этого фактические данные.

В восточной части Эстонии и в западной части Ленинградской 
области имеются четыре обнажения — Убья, Кивиыли, Кукрусе и 
Веймарн — где можно наблюдать самые верхние слои ухакуского 
горизонта (верхи уЬьяского подгоризонта Cic/ž), залегающие не
посредственно ниже сланцевого слоя А; здесь обнажаются сине
вато-серые до зеленовато-серых мергелистые известняки, с про
слоями горючего сланца (рис. 2) В этих слоях был собран до
вольно богатый фаунистический материал, часть которого пред
ставлена в таблице 1.

Несмотря на то, что не все эти виды встречаются во всех на
званных обнажениях, данный комплекс фауны для убьяского под
горизонта ухакуского горизонта (CiC/5) является довольно харак
терным; все отмеченные виды встречаются в большом количе
стве. Уже в самых нижних слоях промышленной пачки горючего 
сланца (сланцевые слои А, В, С) и прослоях известняка встре
чается фауна другого характера, чем показанная в табл. 1. Очень 
богатый фаунистический материал, собранный из этих слоев по 
многим обнажениям сланцевого бассейна, содержит много ви
дов, которые в ухакуском горизонте не встречаются. С другой сто
роны, в этой фауне имеются почти все виды, известные из уха-
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Таблица 1

Фауна верхних слоев Сгср  Прибалтики

^ " '' '- '^ ^ ^ ^ ^ М е с т о н а х о ж д е н и е
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s
Ж
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Asaphus (Neoasaphus) robergi W iman. + +
A. (Neoasaphus) nieszkowskii Schm. + + + 4-
Ceraurus aculeatus Eichw. + + + +
Chasmops odini (Eichw.) + + +
Hoplolichas conicotuberculatus (Nieszk.) + + +
lllaenus schmidti Nieszk.

+ + +
Lonchodomas rostratus (Sars) + +
Cliftonia dorsata (His.) + + +

+
+

Clitambonites schmidti schmidti (Pahl.) 4- + + 4-
C. squamatus (Pahl.) + + +
Cyrtonotella kuckersiana kuckersiana (Wys.) + +
Estlandia marginata (Pahl.) + + + + +
Glossorthis tacens Öpik + + + +
Leptaena trigonalis (Schm.) + +

+Leptelloidea leptelloides (Bekk.) + + + 4-
Leptestia musculosa Bekker + + + +
Palaeostrophomena concava (Schm.) +
Platystrophia biforata (Schloth.) + + + +
P- dentata (Pand.) -f- H” + + +
Porambonites aequirostris (Schloth.) + + 4-
P deformatus (Eichw.) + 4" +

+
+

Pseudocrania planissima (Eichw.) + + + +
Sowerbyella liliifera Öpik + + + + 4-
5. semiluna Öpik + + + 4-
Vellamo pyramidalis (Pahl.) 4- + +
Öpikina dorsata dorsata (Bekk.) + + 4- 4- +
Cheirocrinus granulatus Jkl. + 4-
Echinosphaerites aurantium supra .Heck. + + + + +
Heliocrinites balticus (Eichw.) + 4-

куского и даже ласнамяэского горизонтов; однако количество но
вых видов значительно превосходит количество старых. Главней-* 
шими представителями фауны нижних слоев горизонта кукрусе 
(типовая фауна (Cnav) являются следующие виды:

Asaphus (Neoasaphus) robergi Wiman 
Cybele (Cybelella) rex (Nieszk.)
C. (Cybelella) coronata Schm.

Dimeropyge minuta Öpik
lllaenus oblongatus var kuckersiana Holm
Lichas kuckersianus Schm.
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Lonchodomas rostratus (Sars.)
Nieszkowskia ahti Öpik 
N. cephaloceras (Nieszk.)
Otarion plartifrons (Eichw.)
Pseudasaphus tecticaudatus (Steinh.)
Pseudobasilicus kuckersianus (Schm.)
Pterygometopus kuckersianus Schm.
Reraspis plautini (Schm4 
Haploprimitia molli (Bonn.)
Uhakiella kohtlensis Õpik 
öpikium tenerum (Öpik)
Glossorthis tacens Öpik 
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Kullervo panderi Öpik 
Leptaena juvenilis Öpik 
L. trigonalis (Schm.)
Nicolella sp. n.
Sowerbyella liliifera Öpik 
Nematopora ovalis Ulrich 
Pachydictya kuckersensis Bekk.
Phylloporina furcata (Eichw.)
Pseudohornera bifida (Eichw.)
Aristerella nitiduloides Bekk.
Ctenodonta aedilis (Eichw.)
Clathrospira inflata Kok.
Lophospira subalata (Kok.)
Echinosphaerites aurantium supra Heck.

Учитывая такое резкое изменение фауны по подошве промыш
ленной пачки горючего сланца и большое литологическое отличие 
от пород, лежащих выше и ниже ее (наличие поверхности раз
мыва, появление слоев горючего сланца значительно большей мощ
ности), следует признать, что положение нижней границы кукру
сеского горизонта, намеченное нами, является вполне обоснован
ным. Однако характер нижней границы кукрусеского горизонта 
в пределах Эстонской ССР не везде одинаковый, что зависит от 
различных фациальных условий. В западной части Эстонии, где, 
как известно, отсутствуют промышленные слои горючего сланца, 
разрезы как в ухакуском, так и в кукрусеском горизонте являются 
во многом более однообразными и более сходными между собой, 
чем в восточной части Эстонии. Установление нижней границы 
кукрусеского горизонта в западной части Эстонии было возможно 
благодаря детальному послойному сбору фауны. Особенно важ
ными в этом отношении являются обнажения Хумала и Ласна- 
мяги, откуда происходит богатый фаунистический материал.

В Ласнамяги границей ухакуского и кукрусеского горизонтов 
является очень сильно пиритизированная хорошо выраженная по
верхность размыва, которую, однако, в самих каменоломнях ви-
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В.-Эстония

Рис. 2. Корреляция разрезов кукрусеского горизонта. СхсР — убьяский под

горизонт ухакуского горизонта; С-^а — кохтлаский и С п /? хумалаский под- 

горизонты кукрусеского горизонта; С ш а — оямааский и С т /5 шундоровский 

подгоризонты идавереского горизонта. В легенде: 1 — толстослоистый из
вестняк, 2 — тонкослоистый известняк, 3 — известняк с тонкими прослоями 
горючего сланца, 4 — горючий сланец с прослоями известняка, 5 — горю
чий сланец, 6 — метабёнтонит, 7 — пиритизированные поверхности размыва. 
Вертикальный масштаб в метрах. Латинскими буквами отмечены промышлен

ные слои горючего сланца.



деть не удается, т. к. она находится примерно на 50 см выше 
бровки карьера (рис. 2). Эта часть разреза была вскрыта в од
ном временном обнажении между большими каменоломнями и 
улицей Пунане. Верхние слои убьяского подгоризонта (Cic/?) в ка
меноломнях представлены макроскопически синевато-серыми до 
зеленовато-серых, обычно мергелистыми, частью комковатыми из
вестняками, переслаивающимися с тонкими прослоями (0,5— 
1,0 см) горючего сланца. Из этих слоев собрана многочисленная 
фауна, часто встречаемые виды которой отмечены в таблице 1.

Кверху от указанной поверхности размыва состав породы изме
няется; появляется больше прослоев горючего сланца, мощность, 
которых достигает 7 см, известняк становится более комковатым 
и т. д. Фауна в этих слоях заключает много новых элементов и 
может быть представлена такими видами, как:

Asaphus (Neoasaphus) nieszkowskii Schm.
Chasmops tallinnensis Öpik 
Cybele (Cybelella) revaliensis Schm.
Illaenus oblongatus var. kuckersiana Holm 
Nieszkowskia cephaloceras (Nieszk.)
Pseudobasilicus kuckersianus (Schm.)
Actinomena quintana (Öpik)
Ctitambonites squamatus (Pahl.)
Cyrtonotella kuckersiana kuckersiana (Wys.)
C. barbara Öpik 
Dalmanella navis Öpik 
Estlandia marginata (Pahl.)
Kullervo lacunata Öpik 
Platystrophia sublimis Öpik 
Porambonites aequirostris (Schloth.)
Sowerbyella liliifera Öpik 
S. semiluna Öpik 
Vellamo rara Öpik 
Öpikina dorsata dorsata (Bekk.)
Dendrocystites kuckersiana Heck.
Hoplocrinus grewingki Öpik
H. tallinnensis Öpik 
Rhipidocystis esthona Heck.
Aristerella nitiduloides Bekk.
Subulites priscus Eichw.
Lophospira subalata (Kok.)

Все это с несомненностью показывает, что мы имеем здесь 
дело уже с нижними слоями кукрусеского горизонта (рис. 2).

В связи с установлением нижней границы горизонта кукрусе 
в районе ласнамяэских каменоломен выше бровки карьера, сле
дует дать некоторые коррективы в отношении взглядов многих ав
торов, которые считают, что кукрусеский горизонт обнажается в
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самых каменоломнях Ласнамяги. Такой неправильный вывод 
имеется в работах Ф. Ш м и д т а  (1881 — 1908), далее у Р С. Б э с 
с л е р а  (1911), П. Р а й м о н д а  (1916), X. Б е к к е р а  (1921 — 
1924), в работах А. Э п и к а  и др. Все эти авторы верхние слои 
мергелистых известняков с тонкими прослойками горючего слан
ца в больших ласнамяэских каменоломнях причислили к кукрусе- 
скому горизонту, но в действительности эти слои, как видно из 
предыдущего, относятся к верхам ухакуского горизонта (подгори
зонт CiC/З) *

Южнее выхода кукрусеского горизонта в западной части 
Эстонии нижняя граница его представляет собою одну или две 
поверхности размыва, аналогичные поверхностям размыва нижней 
границы в обнажениях. Однако в самых южных разрезах буро
вых скважин, на нижней границе, поверхности размыва отсут
ствуют, и граница была определена, главным образом, на осно
вании других литологических признаков.

Первые корреляции разрезов самых южных буровых скважин 
Восточной Эстонии с разрезами в скважинах на выходе дает 
X. Беккер (1924). По данным последнего, мощность кукрусеского 
горизонта в скважине Тыкке (севернее от о. Чудского) необы
чайно велика — 16,87 м. При учете относительно равномерной 
мощности Си в бассейне горючих сланцев этот факт был трудно
объясним. Кроме того, в нижней части кукрусеского горизонта 
скважины Тыкке (по разрезу X. Беккера) встречаются многие до
вольно мощные слои горючего сланца, которые до сих пор рас
сматривались как синхронные промышленным слоям в области 
выхода (X. Беккер, 1924 и др.). Исследованием автора, однако, 
установлено, что промышленные слои сланца в разрезе сква
жины Тыкке отсутствуют, а «промышленные слои горючего 
сланца» X. Беккера в действительности относятся к убьяскому 
подгоризонту ухакуского горизонта (Cic/?). Таким образом, и мощ
ность кукрусеского горизонта в разрезе скважины Тыкке пред
ставляется нормальной — 13,51 м. Хотя мощность слоев горючего 
сланца в убьяском подгоризонте ухакуского горизонта в направ
лении выхода сильно уменьшается, следует отметить, что и эти 
слои, при дальнейшем развитии техники добычи сланца, могут по
лучить промышленное значение в качестве «второй пачки про
мышленных слоев».

Верхняя граница. Мощность

О верхней границе кукрусеского горизонта до сих пор выска
зано два мнения. По X. Б е к к е р у ,  ею служит кровля самого 
верхнего более мощного слоя горючего сланца (1923, стр. 40). 
Аналогичный взгляд несколько позже высказал и А. Э п и к (1927 
стр. 4—5). Оба эти автора исходили, повидимому, только из дан
ных литологии, не обосновывая свои взгляды фаунистически. *

Другое мнение о верхней границе кукрусеского горизонта вы-
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сказал В. Я а н у с с о н ,  который считает, что ее следует прово
дить по очень ясной двойной поверхности размыва, с которой 
совпадает, во-первых, завершение по разрезу комплекса пород, 
состоящего из переслаивания известняков и горючих сланцев в 
Западной Эстонии, и, во-вторых, значительное изменение в фауне 
(1945, стр. 213).

Автор настоящей статьи исходил — а priori — от последнего 
представления и пытался окончательно выяснить этот вопрос, ос
новываясь на обширном факти^ском материале.

На выходах кукрусеского горизонта вышеназванная поверх
ность размыва обнажается в нескольких местах в западной части 
Эстонии (Хумала, Харку, Ласнамяги (Сыямяги) и др.) и в одном 
обнажении (Уникюла, на берегу Пуртсе) в восточной части Эсто
нии.

В обнажении Сыямяги верхние слои кукрусеского горизонта 
характеризуются обилием маломощных прослоек горючего сланца, 
которые чередуются с синевато-серыми или коричневато-серыми 
до светлокоричневых, комковатыми известняками. Этот комплекс 
слоев вверху оканчивается двойной поверхностью размыва. Верх
няя поверхность размыва — сильно пиритизированная, почти 
ровная, с отдельными маленькими ходами. В среднем на 1,5 см 
ниже этой поверхности находится вторая пиритизированная по
верхность, в отличие от верхней более волнистая, с отдельными 
довольно глубокими ходами.

Известковые породы, залегающие выше описанных поверх
ностей размыва, относятся уже к шундоровскому подгоризонту 
идавереского горизонта (Сш/?) и содержат, между прочим, два 
слоя метабентонита (рис. 2).

Опираясь на фаунистический материал, собранный в назван
ных выше обнажениях из слоев непосредственно ниже поверхно
стей размыва, верхние слои кукрусеского горизонта можно харак
теризовать следующей фауной:

Asaphus (Neoasaphus) nieszkowskii Schm.
Chasmops odini (Eichw.)
Cybele (Cybelella) rex (Nieszk.)
Pterygometopus exilis (Eichw.)
Dalmanella navis Öpik 
Estlandia marginata magna Öpik 
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Leptelloidea musca Öpik 
Platystrophia cf. lynx lynx (Eichw.)
Schizoramma freija (Öpik)
Öpikina sp. n.
Hoplocrinus pseudodicyclicus Öpik

В шундоровском подгоризонте идавереского горизонта (Сш/?) 
встречается в западной части Эстонии, по данным Р Мянниль, 
фауна совсем другого облика:
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Asaphus (Neoasaphus) nieszkowskii var. itferensis Schm. 
Chasmops emarginata Schm.
Ch. marginata Schm.
Ch. mutica Schm.
Conolichas peri Warburg
Hemisphaerocoryphe pseudohemicranium (Nieszk.)
Illaenus jevensis Holm 
Actinomena orta (Öpik)
Dalmanella aff. navis Öpik 
Doleroides sp. n.
Leptelloidea musca Öpik 1
Platystrophia ehama Eichw 
P dentata (Pand.) \
Öpikina dorsata dorsata (Bekk.)
Ischadites murchisoni (Eichw.)
Pyritonema subulare (Roemer)
Mastopora concava Eichw.

Таким образом, верхняя граница кукрусеского горизонта в за
падной части Эстонии характеризуется как фаунистически, так 
и литологически очень хорошо. Кроме того, надо обратить внима
ние на то обстоятельство, что в западной части Эстонии отсут
ствует нижний, оямааский подгоризонт идавереского горизонта 
(Сша), что в свою очередь увеличивает литологические и фауни- 
стические различия между Си/? и Сш/? (рис. 2).

Единственным обнажением в восточной части Эстонии, где об
нажается верхняя граница кукрусеского горизонта, является ле
вый берег реки Пуртсе у Уникюла. Поверхность размыва на верх
ней границе здесь очень сильно пиритизирована и с глубокими 
ходами. Верхние слои хумалаского подгоризонта литологически 
схожи с верхними слоями Си/? в западной части Эстонии. Ниж
ние слои оямааского подгоризонта идавереского горизонта (Сша) 
представлены, по данным Р Мянниль, известняками светло-серого 
или желтовато-серого цвета, которые содержат маленькие зерна 
окиси железа и в которых встречается ряд пиритизированных по
верхностей размыва (рис. 2).

Фауна оямааского подгоризонта почти всегда окремненная и, 
по Р Мянниль, характеризуется следующими видами:

Chasmops wrangeli Schm.
Conolichas triconicus Dames
Sphaerocoryphe hübneri Schm.
Clitambonites schmidti epigonus Öpik
Doleroides sp. n.
D. holmi (Wys.)
Platystrophia ehama Eichw.
P lynx lynx (Eichw.)
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Pseudocrania depressa (Eichw.)
Porambonites baueri Noetling
Mastopora concava Eichw
Schroederoceras danckelmanni (Rem.) и др.

Для сравнения укажем на список типовой фауны мезофации 
Савала (Cn/?S) на стр. 128.

Поверхность размыва на верхней границе кукрусеского гори
зонта распространяется и во всех разрезах буровых скважин, на
ходящихся южнее выхода, кроме разрезов некоторых скважин в 
Центральной Эстонии. Везде эта граница одинакового характера,

лишь число поверхностей размыва может колебаться от одного до 
трех.

Из изложенного можно сделать единственный вывод — пред
ставление В. Яануссона о верхней границе кукрусеского гори
зонта вполне оправдано. Значительное изменение и в фауне и в 
седиментации, без сомнения, указывает на большое стратиграфи
ческое значение верхней границы кукрусеского горизонта, которая 
представляет собою в то же время и границу между пуртсеским 
и сауэским ярусами (А. Рыымусокс 1956, стр. 23). Учитывая 
чрезвычайно большое региональное распространение поверхности 
размыва, маркирующего верхнюю границу кукрусеского гори
зонта, можно уверенно сказать, что последняя является одним из 
самых выгодных уровней при корреляции ордовикских отложе
ний Эстонии.
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При учете вышеприведенных нижней и верхней границ, мощ
ность кукрусеского горизонта в Эстонской ССР колеблется в пре
делах 6,4— 13,50 м (рис. 3).

О развитии фауны кукрусеского горизонта

Фауна кукрусеского горизонта уже давно привлекала внима
ние палеонтологов, изучавших ордовик Прибалтики. Это вполне 
понятно, так как фауна кукрусеского горизонта имеет очень хоро
шую сохранность и является самой богатой из всех горизонтов 
эстонского ордовика и силура: до сих пор установлено наличие 
343 видов, в том числе 20 новых видов (брахиоподы, пластинчато
жаберные, трилобиты, остракоды и иглокожие). Фактически ко
личество видов в кукрусеском горизонте значительно больше, чем 
указано, так как автор, к сожалению, не мог учесть наутилоидей, 
конулярий и частично мшанок из западных мезофаций, которые 
до сих пор остаются почти совсем еще не обработанными.

Поскольку здесь нет необходимости приводить полный список 
фауны кукрусеского горизонта, ссылаемся на списки фауны сред
него ордовика Эстонской ССР приведенный в работе Д. Кальо 
и др. (1956), где указана и фауна кукрусеского горизонта.

Фауна кукрусеского горизонта развивалась в продолжении 
длительного периода, с начала среднего ордовика, и знаменует 
собой завершение первого этапа развития фауны среднего ордо
вика (пуртсеский ярус, А. Рыымусокс, 1956). Чтобы лучше по
нять это, следует остановиться прежде всего, хотя бы кратко, на 
развитии фауны нижележащего ухакуского горизонта и самого 
нижнего горизонта среднего ордовика — ласнамяэского. Старей
шими элементами фауны кукрусеского горизонта являются, за 
некоторыми исключениями, виды, иммигрировавшие еще в начале 
ласнамяэского времени.

В начале ухакуского времени наблюдается появление новых 
элементов, но в то же время в ухакуский горизонт переходит 
большая часть фауны, иммигрировавшая в начале ласнамяэского 
времени.

Граница между раазикуским (Cica) и убьяским (CiC/?) под- 
горизонтами ухакуского горизонта намечается появлением неко
торых новых видов, например:

Pterygometopus kuckersianus Schm.
Cybele (Atractopyge) xipheres Öpik 
Stellipora revaliensis (Dyb.)
Glossorthis virgata Öpik 
Vellamo pyramidalis (Pahlen)
Leptaena juvenilis Öpik 
Palaeostrophomena concava (Schm.)
Bockia sculpta Heck.
Diplograptus bekkeri Öpik и др.
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В конце ухакуского времени из пределов Эстонской ССР ис
чезают существовавшие здесь короткое время такие виды, как.

Heliocrinites araneus (Schloth.)
Н. balticus (Eichw.)
Cyathocystis plautinae Schm.
Öpikina imbrexoidea Sokolskaja 
Palaeostrophomena concava (Schm.)
Plectambonites radiatus (Schm.)
Platystrophia biforata (Schloth.)
Porambonites deformatus (Eichw.) 
lllaenus intermedius Holm и др.

Преобладающая часть видов ухакуского горизонта, однако, 
переходит в кукрусеский горизонт, и в большинстве случаев эти 
виды встречаются в Си гораздо чаще, чем в самом ухакуском 
горизонте, что придает этим видам особенное биостратиграфиче- 
ское значение. К этим, уже ранее известным, видам в начале кук
русеского времени прибавляются в значительной мере новые для 

среднего ордовика Эстонии виды, как:

Basilicus lutsi Öpik 
Ceratocephala kuckersiana (Schm.)
Chasmops tallinnensis Öpik 
Cybele (Cybelella) coronata Schm.
Dimeropyge minuta Öpik 
Lichas kuckersianus Schm.
L. squamulosus Öpik 
L. wimani Öpik 
Nieszkowskia capitalis Öpik 
Nieszkowskia cephaloceras (Nieszk.)

N. ahti Öpik
Otarion planifrons (Eichw.)
Panarchaeogonus parvus Öpik 
Pseudobasilicus kuckersianus (Schm.)
Remopleurides nanus elongatus Schm.
Reraspis plautini (Schm.)
Macronotella kuckersiana (Bonn.)
Chilobolbina dentifera (Bonn.)
Platybolbina kapteyni (Bonn.)
Rakverella bonnemai Öpik 
Ctenonotella elongata Öpik 
Vellamo viruana Öpik
V parva Öpik
V rara Öpik 
Cyrtonotella laine Öpik 
C. barbara Öpik 
Platystrophia sublimis Öpik
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Triplecia columba Öpik 
Philhedra baltica Kok.
Pseudopholidops pseudocranioides Bekk.
Ahtioconcha auris Öpik 
Ctenodonta aedilis (Eichw.)
Phyltoporina furcata (Eichw.)
Pseudohornera bifida (Eichw.)
Kukersella bassleri Toots 
Enallopora wimani (Reed)
Dendrocystites kuckersiana Heck.
Hoplocrinus grewingki Öpik
H. tallinnensis Öpik
H. pseudodicyclicus Öpik
Protocrinites fragum (Eichw.) и многие другие.

Различные физико-географические условия, существовавшие в 
пределах Эстонии в первой половине кукрусеского времени 
(кохтлаский подгоризонт — Спа), отражались и в развитии 
фауны. Повидимому, условия жизни в пределах мезофации Харку 
кохтлаского подгоризонта (СпаНа) были значительно хуже, чем 
в мезофации Виру (CnaV). Прежде всего это проявляется в оби
лии фауны как по видовому составу, так и по богатству особей в 
пределах мезофации Виру, в то время как в пределах мезофации 
Харку обитала фауна, образующая только половину состава 
фауны мезофации Виру (в CnaV встречаются 319 видов, в 
СцаНа — 127 видов).

В середине кукрусеского времени в богатой фауне кохтлаского 
подгоризонта намечается тенденция к объединению, которая, од
нако, в области распространения мезофаций Харку и Виру про
является различно: из 127 видов, встречающихся в мезофации 
Харку кохтлаского подгоризонта, переходят в мезофацию Хумала 
хумалаского подгоризонта 63 вида или 50%, в то же время в ме
зофации Савала хумалаского подгоризонта известно только 53 
вида или 16% из фауны мезофации Виру кохтлаского подгори
зонта. Как видно, различия в количестве видов между подгори- 
зонтами являются довольно большими. Из видов, которые не 
встречаются в хумаласком подгоризонте, но часто встречаются в 
кохтласком подгоризонте, можно назвать:

Philhedra baltica Kok.
Glõssorthis tacens Öpik 
Leptestia musculosa Bekk.
Öpikina jaervensis (Bekk.)
Sowerbyella eha Öpik 
S. liliifera Öpik 
Leptaena juvenilis Öpik 
Kullervo panderi Öpik 
Vellamo parva Öpik
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Porambonites laticaudatus Bekk.
Ceraurus aculeatus Eichw 
Lichas kuckersianus Schm.
Nieszkowskia cephaloceras (Nieszk.)
Asaphus (Neoasaphus) robergi Wiman 
Ctenodonta aedilis (Eichw.)
Lophospira subalata (Kok.),

многие остракоды и др. При этом надо все-таки подчеркнуть, что 
в то же время, когда происходит общее обеднение фауны, можно 
наблюдать массовое наличие особей некоторых видов, которые 
образуют как бы фон для остальной фауны. В мезофации Хумала 
хумалаского подгоризонта такими формами являются:

Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Dalmanella nauis Öpik 
Pterygometopus exilis (Eichw.)
Leptelloidea musca Öpik

для мезофации Савала хумалаского подгоризонта такими фор
мами являются:

Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Porambonites aequirostris (Schloth.)
Echinosphaerites aurantium supra Heck.

Эти существенные изменения в фауне послужили для автора 
основой при определении границы между кохтласким (Сца) и ху- 
маласким (Сц/?) подгоризонтами и при общей характеристики 
хумалаского подгоризонта вообще (стр. 124)

В конце кукрусеского времени появляются в мезофации Ху
мала хумалаского подгоризонта некоторые новые виды, которые, 
однако, не получают более широкого распространения. Такими 
видами являются:

lllaenus? sp. n. Öpik *
Leptaena crypta Öpik 
Schizoramma freija (Öpik)
Platystrophia cf. lynx lynx (Eichw.)
Öpikina sp. n. и др.

Верхняя граница кукрусеского горизонта в виде поверхности 
размыва намечает, несомненно, существенное изменение физико- 
географической обстановки (стр. 113) Из фауны кукрусеского го
ризонта переходит в идавереский горизонт только сороковидовая 
реликтовая фауна. В то же время появляется в идавереском гори
зонте новая фауна, которая существует вместе с более новыми 
элементами в ордовикском бассейне Прибалтики до конца сред
него ордовика (А. Рыымусокс, 1956, стр. 22— 23).

* Этот вид относится, по В. Яануссону, повидимому, к роду Panderia 
Volborth (В. Яануссон, 1954, стр. 565).
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Кохтлаский подгоризонт (С й«)

Различия, выявленные исследованиями автора в составе фау
ны и в литологическом характере пород между нижней и верхней 
частями кукрусеского горизонта, как в Западной — так и Во
сточной Эстонии, с одной стороны, локальный характер прежних 
стратиграфических схем (частично их несоответствие действитель
ности), с другой стороны, послужили причиной введения нового 
расчленения кукрусеского горизонта.

Кукрусеский горизонт расчленяется на два подгоризонта: 
нижний, кохтлаский подгоризонт (Сна) и верхний, хумалаский 
подгоризонт (Си/?). Название — кохтлаский — было предложено 
нижней части кукрусеского горизонта уже В. Яануссоном (1945, 
стр. 219). и оно употребляется и в настоящей работе, хотя объем 
кохтлаского подгоризонта, по мнению автора, несколько шире, 
чем в расчленении В. Яануссона. Граница между Сиа и Сп/? не 
совпадает с границей между С2 и Сз, по расчленению А. Эпика, 
а также границей кохтлаского и «верхнего» подгоризонтов
В. Яануссона (рис. 1) Она находится примерно на 1,3 м выше 
последнего промпласта горючего сланца «Н» и выражена в Во
сточной Эстонии в виде комплекса из двух пиритизированных по
верхностей размыва со слоем горючего сланДа между ними 
(рис. 2). Этот комплекс прослеживается во всех многочисленных 
разрезах буровых скважин сланцевого бассейна, а обнажается 
только в двух обнажениях: в Савала (на берегу реки Пуртсе) и 
в сланцевых карьерах Кюттейыу.

Граница подгоризонтов установлена на основе изменения 
фауны. Оказывается, что богатая и разнообразная фауна кохтла
ского подгоризонта, которая собрана из многочисленных обна
жений Восточной Эстонии, не распространяется выше погранич
ного комплекса (стр. 117) То же самое наблюдается и в обнаже
ниях Западной Эстонии, где в качестве синхронной границы вы
явился или комплекс из нескольких пиритизированных поверхно
стей размыва или только одна четкая поверхность размыва 
(рис. 2).

Совсем своеобразно выражена граница между Спа и Сц/3 в 
сланцевых карьерах Убья. Здесь встречаются в слоях мощностью 
в 0,8 м, лежащих выше промпласта «Н» 6 очень сильно пирити
зированных поверхностей размыва с глубокими ходами. Является 
ли самая верхняя поверхность размыва в разрезе Убья синхрон
ной с границей Сца и Сц/? в других разрезах или нет — этот во
прос пока неясен.

В разрезах более южных скважин поверхности размыва на 
границе подгоризонтов отсутствуют, и сама граница была опреде
лена лишь опираясь на общие литологические и фаунистические 
признаки (характер фации и т. д.). Разумеется, что в обла
сти, находящейся далеко от выхода, граница эта является в из-
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вестной степени условной, так как не имеется достаточного коли
чества фаунистических данных.

М о щ н о с т ь  кохтлаского подгоризонта колеблется в преде
лах 3,2— 7,37 м. Наименьшая мощность наблюдается в Северо- 
Западной и Юго-Западной Эстонии, наибольшая в Восточной 
Эстонии.

Ф а ц и и .  На существование разных фаций в кукрусеском го
ризонте впервые обратил внимание А. Эпик, различавший восточ
ную сланцевую фацию и западную известковую фацию (1925, 
стр. 6)

Как показали исследования автора, кукрусеский горизонт ока
зывается фациально более диференцированным, чем предполага
лось до сих пор. Фаунистические и литологические различия, 
установленные в кохтласком подгоризонте, допускают выделение 
в нем двух мезофаций.* В Западной и Юго-Западной Эстонии 
распространяется мезофация Харку (СыаНа), названная так по 
типичному обнажению. В Восточной же Эстонии и далее на во
сток распространяется мезофация Виру (СцаУ), на территории 
распространения которой имеется ряд хороших обнажений в виде 
открытых карьер горючего сланца (рис. 4). В качестве типового 
обнажения мезофации Виру был выбран старый открытый карьер 
в Кохтла-Ярве Jy  А. Эпика 1927— 1930, «Кохтла»), откуда со
брано большинство фаунистического материала кохтлаского под
горизонта.

Мезофация Харку (СиаНа)

По данным глубокого бурения, мезофация Харку распростра
няется не только в области выхода, но простирается и далее на 
юг, в Центральную Эстонию. В обнажениях Западной Эстонии, 
в промежутке между полуостровом Палдиски и г. Таллин, в боль
шинстве случаев из слоев Сп обнажаются слои СцаНа. Обнаже
ния же на Ласнамяги находятся, повидимому, уже в области 
переслаивания мезофаций Харку и Виру (в нижней части Спа 
встречаются относительно толстые прослои — 3—4 см — горю
чего сланца) (рис. 4).

Л и т о л о г и ч е с к и  характерны для мезофации Харку в об
нажениях более или менее чистые известняки синевато-серого, 
зеленовато-серого или коричневато-серого цвета, в подавляющем 
большинстве тонкослоистые и комковатые. В известняках встре
чаются местами чаще, местами же реже, коричневатые ходы чер
вей и пиритизированные мелкие фрагменты окаменелостей. Очень 
типичным следует, однако, считать малое наличие горючего слан
ца. Встречаются только тонкие прослои (1— 2 см), которые сосре
доточены комплексами, мощностью 0,2—0,3 м. Более толстые 
слои горючего сланца появляются, как выше сказано, только в

* О классификации фаций см. Г И. Т е о д о р о в и ч ,  1948, стр. 1620.
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окрестностях г Таллин, в нижней части кохтлаского подгори
зонта (рис. 2)-. В разрезах старых обнажений, в которых породы 
подверглись выветриванию, прослеживается ритмичное чередова
ние слоев чистого известняка со слоями более мергелистого изве
стняка. В разрезах средней части Сна встречается обычно целый 
ряд пиритизированных поверхностей размыва, которые, однако, 
не являются выдержанными на больших площадях.

Почти такой же характер имеет мезофация Харку в разрезах 
буровых скважин южнее выхода. В общем, можно наблюдать 
увеличение мощности мергелистых прослоев в разрезе, еще

3 в

Рис. 4. Схема фаций кукрусеского горизонта в Северной 
Эстонии в промежутке Вазалемма (запад) и Сомпа (во
сток). CjC —  ухакуский горизонт; С ^аН а  — мезофация 

Харку и C jjöV —  мезофация Виру кохтлаского подгори

зонта кукрусеского горизонта; Сц/Ш — мезофация Ху- 

мала и Сц /SS — мезофация Савала хумалаского подгори

зонта кукрусеского горизонта; Сш  — идавереский гори

зонт.

меньше встречается прослоев горючего сланца, а поверхности 
размыва почти отсутствуют. Количество последних, однако, уве
личивается в западных разрезах, вместе с тем они становятся 
более четкими и более пиритизированными.

Ф а у н а  мезофации Харку в области выхода довольно хо
рошо известна (кроме мшанок и частично остракод). В общем, 
эта фауна значительно беднее фауны мезофации Виру. Фауна 
мезофации Харку тесно связана с фауной мезофации Виру, так 
как подавляющая часть ее встречается и в CnaV- но уступает по
следней по количеству видов и индивидов.

Типичная фауна мезофации Харку состоит из следующих ви
дов:

Asaphus (Neoasaphus) nieszkowskii Schm.
Chasmops tallinnensis Öpik
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Ceraurus aculeatus Eichw. 
lllaenus oblongatus var. kuckersiana Holm 
Dalmanella navis Öpik 
Cliftonia dorsata (His.)
Clitambonites schmidti (Pahl.)
Cyrtonotella kuckersiana kuckersiana (Wys.)
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Kullervo lacunata Öpik 
Leptaena trigonalis (Schm.)
Sowerbyella eha Öpik 
Vellamo pyramidalis (Pahl.)
V rara Öpik
Bucania radiata czekanowskii Schm.
Clathrospira inflata Kok.
C. elliptica (His.)
Cymbularia galeata Kok.
Eccyliomphalus princeps (Rem.) mut. у (Kok.)
Kokenospira retifera Öpik 
Lesueurilla marginalis mut. a Kok.
Subulites revaliensis Kok.
Hoplocrinus grewingki Öpik
H. tallinnensis Öpik

Эта типичная фауна состоит из видов, которые встречаются 
почти в каждом обнажении Сц}аНа. Кроме того, следует отметить, 
что в фауне мезофации Харку играют большую роль гастроподы 
и пластинчатожаберные, которые встречаются здесь несравненно 
чаще, чем в обнажениях мезофации Виру. Довольно часто встре
чается и Porambonites aequirostris (Schloth.). некоторые Sowerby
ella и др.

Несколько своеобразная фауна встречается в обнажений Сна 
на Ласнамяги. Кроме типичной фауны СпаНа, встречается здесь 
целый ряд видов, которые отсутствуют во всех других обнаже
ниях в Западной Эстонии, но встречаются в слоях мезофации 
Виру. Таковы следующие виды:

Asaphus (Neoasaphus) robergi Wiman 
Lichas kuckersianus Schm.
Reraspis plautini (Schm.)
Kullervo panderi Öpik 
Triplecia columba Öpik 
Temnodiscus aff. ingricus (Vern.)
Ctenodonta aedilis (Eichw.)
C. macromya (Eichw.)
Polyptychella esthona Jkl.

Эта смешанная фауна, несомненно, еще раз указывает на то, 
что обнажения на Ласнамяги находятся в области переслаивания 
мезофации Харку в Виру (стр. 120 и рис. 4).
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Основной областью распространения мезофации Виру является 
сланцевый бассейн в Восточной Эстонии. На восток продолжается 
распространение CnaV в Ленинградскую область.

В области выхода кукрусеского горизонта к мезофации Виру 
относятся самые большие обнажения — карьеры горючего сланца 
в Восточной Эстонии. Стратиграфически более существенными 
обнажениями можно назвать старые карьеры Кохтла-Ярве, от
куда собрана подавляющая часть фауны Сна вообще, и карьеры 
Кюттейыу.

Л и т о л о г и ч е с к а я  характеристика мезофации Виру до
вольно своеобразна: разрез Спа состоит из чередующихся друг с 
другом слоев горючего сланца и известняка, причем регионально 
изменяется мощность обоих компонентов, но общий ритм остается 
неизменным. Большая мощность слоев горючего сланца является 
самой характерной чертой мезофации Виру. Эти слои являются 
продуктивными и добываются в целом ряде карьеров и шахт во 
все возрастающем количестве.

Слои, годные для выработки (промпласты) отмечены снизу 
вверх буквами А, В, С, D, Е, F G и Н. Все эти слои горючего 
сланца переслаиваются со слоями комковатого известняка корич
невато-серого или светлокоричневатого цвета (рис. 2). В изве
стняках встречаются коричневатые или светлые ходы червей. Из 
общей мощности Сца слои горючего сланца образуют большую 
часть. Они представлены или полностью горючими сланцами 
(напр, слои А, В, С, D, Н), или же содержат прерывистые про
слойки известняка (слои Е, F G ) . Преобладающая масса горю
чих сланцев сосредоточена к нижней половине кохтлаского под
горизонта, так как в промежутке слоя F и верхней границы Сца 
имеется только несколько слоев сланца. Распространение отдель
ных слоев промышленной пачки горючих сланцев не равномер
ное: нижние слои промышленной пачки выклиниваются в запад
ном, восточном и южном направлениях (X. Беккер 1924, С. С. Бау- 
ков 1956). Отдельные сравнительно мощные слои горючего сланца 
в нижней части кохтлаского подгоризонта распространяются до 
окрестностей г. Таллин. В южном направлении происходит вы
клинивание слоев .горючего сланца быстрее — уже севернее Чуд
ского озера.

Ф а у н а .  Как уже было отмечено, большая часть фауны кук
русеского горизонта появляется в начале кукрусеского времени, 
но уже в середине кукрусеского горизонта начинается обеднение 
этой фауны, так как фауна хумалаского подгоризонта (Сд/?) со
стоит почти полностью из реликтов фауны кохтлаского подгори
зонта. Виды типовой фауны CnaV даны на стр. 107

Кроме типовой фауны надо, однако, обратить внимание и на

Мезофация Виру (CnaV)
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Amphilichas aff. hexadactylus (Nieszk.)
Ceratocephala kuckersiana (Schm.)
Hoplolichas longispinus (Schm.)
Lichas squamulosus Öpik 
L. wimani Öpik 
Otarion sp. a Öpik 
Proetus bucculatus Öpik 
Remopleurides psammius Öpik 
Theamataspis illaenoides Öpik 
Törnquistia? minuta (Nieszk.)
Actinomena vanadis Öpik 
Hesperorthis inostrantzefi ubjaensis Öpik 
Kullervo intacta Öpik 
Leptaena spumifera Öpik 
Philhedra baltica Huene 
Pholidops infrasilurica Huene 
Vellamo pyramidalis pahleni Öpik 
Eotomaria rossica Kok.
Protocrinites fragum (Eichw.)
Melanostrophus fokini Öpik и др.

Хумалаский подгоризонт (Сп/?)

Хумалаский подгоризонт составляет верхнюю половину кукру
сеского горизонта, и охватывает слои от поверхностей размыва 
на границе Сца и Сц/5 до кровли кукрусеского горизонта. Назва
ние «хумалаский» дано по типичному обнажению в Хумала, за
паднее г. Таллин, где прослеживается полный разрез подгори
зонта.

М о щ н о с т ь  хумалаского горизонта колеблется в пределах 
3,20—6,16 м. Самая большая мощность Сп/5 наблюдается в Во
сточной Эстонии, меньшая в Юго-западной и Западной Эстонии.

Фаций.  В области выхода кукрусеского горизонта фауни- 
стические и литологические различия требуют выделения в пре
делах подгоризонта двух мезофаций. В западной и центральной 
части выхода, а также южнее от него, распространяется мезофа
ция Хумала (Сгг/?Н), в Восточной Эстонии и, повидимому, далее 
на восток распространяется мезофация Савала (CnfiS) (рис. 4). 
Кроме этих мезофации следует, по всей вероятности, выделить 
еще одну мезофацию в Центральной Эстонии, где, по имеющимся 
данным глубокого бурения, в хумаласком подгоризонте совсем 
отсутствует горючий сланец. Но для всестороннего обоснования 
третьей мезофации достаточный материал пока отсутствует у 
автора.

такие виды, которые встречаются редко и только в мезофации
Виру. Эти виды следующие:
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Как видно на схеме (рис. 4) мезофация Хумала имеет в Се
верной Эстонии довольно широкое распространение. В направле
нии же с севера на юг распространение Сц/?Н является более 
ограниченным, и уже в Центральной Эстонии встречается, пови- 
димому, другая мезофация. Обнажений в области распростране
ния мезофации Хумала-имеется немного. Они сосредоточены в 
районе между полуостровом Палдиски и г. Таллин.

Л и т о л о г и ч е с к и  характерно для мезофации Хумала оби
лие горючего сланца, который, однако, встречается в большинстве 
случаев в виде тонких комковатых прослоек (мощностью 1—4 см). 
Прослои горючего сланца переслаиваются с тонкослоистым мер
гелистым известняком синевато-серого, коричневато-серого или 
коричневого цвета. В последнем случае известняк содержит очень 
много горючего сланца. Прослои его не встречаются равномерно 
по всему разрезу Си1/?, а сосредоточены отдельными пачками мощ
ностью в 0,2—0,8 м. Кроме того, горючий сланец встречается в 
хумаласком горизонте еще в виде отдельных слоев мощностью 
до 10 см (рис. 2)

В разрезах южнее выхода в общем выдерживается литологи
чески характер, описанный выше. В отличие от разрезов в обла
сти выхода, встречается больше пиритизированных поверхностей 
размыва в верхней половине хумалаского горизонта. Кроме того, 
можно отметить, что в некоторых разрезах глубоких скважин Во
сточной Эстонии (южнее выхода кукрусеского горизонта) име
ются слои горючего сланца с прослоями известняка мощностью 
до 1,26 м, которые, может быть, получат в будущем промышлен
ное значение.

Ф а у н а  мезофации Хумала известна только по материалам 
из обнажений Западной Эстонии, т. е. если учесть широкое рас
пространение этой мезофации, сравнительно односторонне. 
Однако можно сказать, что эта фауна состоит из трех компонен
тов: из видов, существовавших на территории распространения 
мезофации Хумала уже во время кохтлаского подгоризонта; во 
вторых, из видов, которые, повидимому, происходят из мезофа
ции Виру кохтлаского подгоризонта (CnaV); и, в третьих, из ви
дов, которые появились в Западной Эстонии только во время Си/?. 
Главную роль в фауне мезофации Хумала играют виды первого 
компонента, например:

Chasmops odini (Eichw.)
Ch. tallinnensis Öpik 
Lonchodomas rostratus (Sars)
Pterygometopus exilis (Eichw.)
Dalmanella navis Öpik 
Clitambonites squamatus (Pahl.)
Cyrtonotella barbara Öpik

Мезофация Хумала (Сц/?Н)
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С. kuckersiana kuckersiana (Wys.)
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Nicolella sp. n.
Piatystrophia dentata (Pand.)
Pseudocrania planissirna (Eichw.)
Vellamo rara Öpik 
Öpikina dorsata dorsata (Bekk.)
Stellipora revalensis Dyb.
Eccyliomphalus princeps mut. у Kok.
Hoplocrinus pseudodicyclicus Öpik и др.

Из видов второго компонента (отсутствуют в СцаНа) отме
тим следующие:

Otarion planifrons (Eichw.)
Panarchaeogonus parvus Öpik 
Pharostoma nieszkowskii (Schm.)
Remopleurides nanus elongatus Schm.
Estlandia marginata magna Öpik 
Vellamo pyramidalis arcuata Öpik 
Holopea eichwaldi Kok.
Sinuites rugulosus Kok. и др.

Виды третьего компонента названы уже на стр. 118.
Типичная фауна мезофации Хумала состоит из следующих 

видов:

Dalmanella navis Öpik
Cyrtonotella kuckersiana kuckersiana (Wys.)
Estlandia marginata magna Öpik 
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Leptelloidea musca Öpik 
Leptaena crypta Öpik 
Platystrophia dentata (Pand.)
P cf. lynx lynx (Eichw.)
Schizoramma freija (Öpik)
Öpikina dorsata dorsata (Bekk.)
Ceratopsis bicornis Neckaja

Фауна мезофации Хумала сравнительно беднее фауны мезо
фации Харку кохтлаского подгоризонта. Совершенно отсутствуют 
виды рода Sowerbyella, ряд видов Öpikina, Vellamo, Porambonites 
и др. брахиоподы. Значительно обеднена фауна гастропод и остра- 
код. Из двадцати трех видов трилобитов, встречающихся в СцаНа, 
существуют в Сц’/?Н только одиннадцать видов и т. д.

Мезофация Савала (Cn/5S)

Мезофация Савала хумалаского подгоризонта распростра
няется в Восточной Эстонии и, вероятно, продолжается и далее 
на восток (рис. 4). В области выхода кукрусеского горизонта об
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нажается мезофация Савала в окрестностях одноименного насе
ленного пункта (на берегах реки Пуртсе) и в сланцевом карьере 
Кюттейыу. Название дано мезофации по наилучшему обнаже
нию, откуда собран фаунистический материал.

Л и т о л о г и ч е с к и  для мезофации Савала в отличие от 
мезофации Хумала характерно преобладание известняков и очень 
незначительное содержание горючего сланца. Последний встре
чается в виде тонких прослоев мощностью до 4 см. Единственный 
более мощный слой горючего сланца имеет мощность 12 см. В 
разрезах преобладающей породой является местами комковатый 
известняк коричневато-серого до желтовато-серого цвета (рис. 2). 
В известняке встречаются в изобилии пиритизированные фраг
менты окаменелостей и ходы червей коричневатого цвета.

Ф а у н а .  Видовой состав фауны мезофации Савала очень 
ограничен, количество встречаемых индивидов (за исключением 
некоторых видов) невелико. Преобладающая часть фауны состоит 
из видов, которые в материале представлены лишь немногими 
экземплярами. Фауна Cn/?S сравнительно однообразна и состоит 
только из видов, существовавших раньше в Сп'аУ. Своеобразие 
фауны Cn/?S настолько велико, что обосновывает выделение новой 
мезофации.

В фауне мезофации Савала отсутствуют такие встречаемые в 
мезофации Хумала виды, как:

Conolichas peri Warburg 
Lonchodomas rostratus (Sars)
Otarion planifrons (Eichw.)
Panarchaeogonus parvus Öpik 
Cyrtonotella barbara Öpik 
Leptaena crypta Öpik 
Leptelloidea leptelloides (Bekk.)
Schizoramma freija (Öpik)
Vellamo viruana ssp. n.
Hoplocrinus tallinnensis Öpik 
Bockia sculpta Heck. и др.

В то же время здесь встречаются виды, которые отсутствуют 
в мезофации Хумала, как:

Cybele (Cybelella) coronata Schm.
Illaenus schmidti Nieszk.
Cliftonia dorsata (His.)
Sowerbyella liliifera Öpik
S. semiluna Öpik 
Vellamo simplex Öpik
V pyramidalis (Pahl.)
Hoplocrinus grewingki Öpik и др.
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Dalmanella navis Öpik
Cyrtonotella kuckersiana kuckersiana (Wys.)
Hesperorthis inostrantzefi (Wys.)
Leptelloidea musca Öpik 
Nicolella cf. pogrebovi Alichova 
Porambonites aequirostris (Schloth.)
Sowerbyella semiluna Öpik 
Echinosphaerites aurantium supra Heck.
Hoplocrinus grewingki Öpik.

ЛИТЕРАТУРА

А л и х о в а ,  Т. H. Руководящая фауна брахиопод ордовикских отложений 
северо-западной части Русской платформы. Труды ВСЕГЕИ . Госгеол- 
издат, Москва 1953.

Б а у к о в, С. С. Геотектонические условия сланценакопления. Труды Инст. 
Геол. Акад. Наук Эст. ССР, вып. I, Таллин 1956.

Л е в ы к и н ,  В. В. Горючие сланцы Прибалтики. Гос. Научно-Техн. издат. 
нефтяной и горнотопливой лит., Л .—М. 1947.

К е л л е р ,  Б. М. Типовые разрезы ордовика. Труды Инст. Геол. Наук АН 
СССР, вып. 154, Геол. серия (№ 65), М. 1954.

П о г р е б о в ,  Н. Ф. Прибалтийские горючие сланцы. Естеств. произв. силы 
России. Т. IV Полезные ископаемые, вып. 20. Петроград 1920.

Р ы ы м у с о к с ,  А. Биостратиграфическое расчленение ордовика Эстонской 
ССР. Труды Инстит. Геол. Акад. Наук Эст. ССР вып. I, Таллин 1956.

Т е о д о р о в и ч ,  Г И. О выделении фаций разного порядка. Доклады АН 
СССР, Новая серия, т. LIX, №  9, 1948.

B a s s l e r ,  R. S. The Early Paleozoic Bryozoa of the Baltic Provinces. 
Smiths. Inst. U. S. National Mus. Bull. 77, Washington 1911.

В e k k e r, H. The Kuckers Stage of the Ordovician Rocks of NE Estonia 
Aeta et Comm. Univers. Tartuensis, А II, 1, Tartu 1921.

В e k k e r, H. Ajaloolise geoloogia õpperaamat, Tartu 1923.
B e k k e r ,  H. Mõned uued andmed Kukruse lademe stratigraafiast ja fau

nast. Aeta et Comm. Univ. Tartuensis, А V I, 1, Tartu 1924. >
J a a n u s s o n ,  V. Uber die Stratigraphie der Viru- resp. Chasmops-Serie in 

Estland. Geol. Fören. Förhandl. B. 67, H. 2, Stockholm 1945.
J a a n u s s o n ,  V. Zur Morphologie und Taxonomie der Illaeniden. Arkiv för 

Mineral. oeh Geol. В. 1, Nr. 20, Stockholm 1954.
K a l j o ,  D., O r a s p õ l d ,  A., R õ õ m u s o k s ,  A., S a r v ,  L., S t u m b u r ,  H. 

Eesti NSV ordoviitsiumi fauna nimestik II. Keskordoviitsium. Loodus
uurijate Selts Eesti NSV TA juures. Abiks loodusvaatlejale, nr- 25, 
Tartu 1956.

O r v i k u  (Jaanson), K. Beiträge zur Kenntnis der Aseri- und der Tallinna- 
Stufe in Eesti. Aeta et Comm. Univ. Tartuensis, А XI, 6, Tartu 1927.

O r v i k u ,  K. Uhaku. Kirde-Eesti karstiala stratigraafiast ja geomorfoloogiast. 
Sitzungsberichte der Naturforscher-Gesellschaft bei der Univ. Tartu. 35, 
3—4, Tartu 1929.

O r v i k u ,  K. Lithologie der Tallinna-Serie (Ordovizium, Estland) I. Actä et 
Comm. Univ. Tartuensis, A XXXV I, 1, Tartu 1940.

R а у m о n d, P. The Correlation of the Ordovician Strata of the Baltic Basin 
with those of Eastern North America. Bull. Mus. С отр. Zool. Cambridge 
(Mass. USA), 1916.

S с h m i d t, F. Untersuchungen über die silurische Formation von Ehstland, 
Nord-Livland und Oesel. Arch. für die Naturk. Liv-. Ehst- und Kurlands,
I Ser., В. II, Dorpat 1858.

Типичная фауна мезофации Савала следующая:

128



S с h m i d t, F Revision der ostbaltischen silurischen Trilobiten nebst 
geognostischer Ubersicht des ostbaltischen Silurgebiets. Abt. I. Mem. 
de 1’Acad. Imp. des Sciences de St.-Petersbourg, V II Ser., T XXX, Nr. 1, 
St.-Petersbourg 1881.

S c h m i d t ,  F. On the Silurian (and Cambrian) Strata of the Baltic Provinces 
of Russia, as compared with those of Scandinavia and the British 
Isles. Quart. Journ. Geol. Soe., Nr. 152, London 1882.

S с ц p i n, H. Ostbaltikum I. Algonkium, Paläozoikum und Mesozoikum. Die 
Kxiegsschauplätze 1914— 1918 geologisch dargestellt, Heft 9, Berlin 1928.

W i n k l e r ,  H. Eestimaa geoloogia I, Tallinn 1922.
Ö p i k ,  A. Beiträge zur Kenntnis der Kukruse-(C2-) Stufe in Eesti. 1. Aeta et 

Comm. Univ. Tartuensis, A V III, 5, Tartu 1925.
Öp i k ,  A. Beiträge zur Kenntnis der Kukruse-(C2-) Stufe in Eesti. II. Aeta et 

Comm. Univ. Tartuensis, A X II, 3, Tartu 1927.
ö p i k ,  A. Beiträge zur Kenntnis der Kukruse-(C2-C3-) Stufe in Eesti. II I . 

Aeta et Comm. Univ. Tartuensis, A X III , 11, Tartu 1928.
Öp i k ,  A. Brachiopoda Protremata der estländischen ordovizischen Kukruse- 

Stufe. Aeta et Comm. Univ. Tartuensis, A XV II, 1, Tartu 1930.

9 TRÜ toimetised nr. 46



KUKRUSE LADEME (Си) STRATIGRAAFIA EESTI NSV-S

Geol.-mineral. tead. kand. A. Rõõmusoks

Geoloogia kateeder

Resümee

Keskordoviitsiumi kuuluv Kukruse lade sisaldab Eesti NSV 
tähtsaimat maavara — põlevkivi. Põlevkivi tootmise edasine laien
damine nõuab ulatuslike eeluurimistööde teostamist, millede täpsus 
sõltub uuritavate Idhtide stratigraafia tundmise astmest. Kuivõrd 
senine, peamiselt H. Bekkeri, A. Öpiku ja V Jaanussoni töödele 
tuginev Kukruse lademe liigestus oli lokaalse iseloomuga ja osalt 
tegelikkusega vastuolus, tekkis terav vajadus uue stratigraafilise 
liigestuse järele (joon. 1).

Kukruse lademe alumise piiri moodustab Lääne-Eestis tugev 
püriidistunud diskontinuiteetpind, Ida-Eestis aga esimese tootsa 
põlevkivikihi „А” lamav pind. Ülemiseks piiriks on üle terve Põhja- 
Eesti leviv tugev, kohati mitmekordne diskontinuiteetpind, mis 
tähistab suurt muutust senises keskordoviitsiumi sedimentatsioonis 
ja faunas (joon. 2) Kukruse lademe paksus on 6,4— 13,5 m 
(joon. 3).

Kukruse lademe fauna koosneb 343 liigist, kusjuures aga pole 
arvestatud nautiloiide, konulaariaid ja osalt sammalloomi. Põhilise 
osa Kukruse lademe faunast moodustavad Kukruse lademe alguses 
ilmunud liigid, kuna teisel kohal on liigid, mis ilmusid juba Uhaku 
lademe (Cic) alguses. Kõige rikkalikum fauna eksisteeris Kohtla 
vöö Viru mesofaatsieses (CnaV)

Kukruse lade liigestub kaheks vööks: alumiseks, Kohtla vööks 
(Сца) ja ülemiseks, Humala vööks (Си/?). Vöödevaheline piir 
kujutab endast diskontinuiteetpinda, mis Ida-Eestis asetseb ca 
1,3 m viimasest tootmisväärsest põlevkivikihist „Н” kõrgemal.

Kohtla vöös eritletakse Lääne- ja Edela-Eestis levivat Harku 
mesofaatsiest (CnaHa) ning Ida-Eestis levivat Viru mesofaatsiest 
(CnaV) Humala vöös dikteerivad faunistlikud ja litoloogilised eri
nevused Lääne- ja Kesk-Eestis leviva Humala mesofaatsiese 
(Сц/Ш) ning Ida-Eestis leviva Savala mesofaatsiese (CnftS) 
eraldamist (joon. 4) Humala vöö sisaldab Ida-Eestis, avamusest 
lõuna pool kuni 1,26 m paksusi õhukeste lubjakivi vahekihtidega 
põlevkivikihte, mis võivad tulevikus osutuda tootmisväärseiks.



SELGROO EVOLUTSIOONILISEST MORFOLOOGIAST

Prof., bioloogiatead. dr. J. Piiper

Zooloogia kateeder

Võrdleva morfoloogia lähtekohalt esineb selgroo evolutsioonis 
kolm põhilist omavahel erinevat ja üksteisele järgnevat arenemis
faasi.

Esimest faasi esindab selgroog, millel puuduvad lülikehad. Neid 
asendab hästi arenenud, kogu keha läbiv korda. See selgrootüüp 
koosneb metameerselt kordat ja seljaaju piiravaist kõhrest kaa
riste e. arkuaalide paaridest.

Et seda selgrootüüpi tuleb pidada kõige primitiivsemaks, kõige 
ürgsemaks selgroovormiks, on otstarbekohane nimetada seda 
a r h i r a h h i u m i k s 1 Nüüdisaegseist selgroogseis! esineb arhi- 
rahhium vaid sõõrsuustel. Tuleb oletada arhirahhiumi laialdast 
esinemist ka ürgseil selgroogseil — ostrakodermidel ja antiarhidel.

Teist faasi selgroo evolutsioonis esindavad nüüdisaegseist selg- 
roogseist kimäärid (Holocephali), kõhrluused (Chondrostei) ja 
kopskalad (Dipnoi). Nagu arhirahhiumil, nii püsib ka, siin korda 
kogu eluea. Kui aga arhirahhiumis kaarised kaarisepaarides on 
üksteise suhtes vabad, on nad siin ülemisi otsi pidi kas vahetult 
või erilise vahetüki abil seotud kaarteks, mis ümbritsevad seljaaju 
ja kordat. Peale ülemiste kaarte esinevad siin tavaliselt ka alumi
sed.

Seda faasi selgroo evolutsioonis nimetame p a l e o r a h h i u -  
m i k s 2 Peale ülalmainitud nüüdisaegsete selgroogsete esines 
paleorahhium niihästi paljudel fossiilseil kõhrkaladel (stegoselahhi- 
del, akantoodidel, pleuropterüügidel, ihtüotoomidel) kui ka paljudel 
fossiilseil luukaladel (paleoniskuseil, püknodontidel jt.).

Kolmanda, kõrgeima evolutsioonifaasina esinevad selgrood, 
millel korda on sel või teisel määral redutseerunud või puudub 
hoopis, olles asendunud lülikehadega.

Seda faasi selgroo fülogeneesis on otstarbekohane nimetada 
n e o r a h h i u m i k s ? .

1 Arhaios — ürgne, rhahhis — selg.
2 Palaios — vana.
3 Neos — uus.
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Neorahhium iseloomustab enamikku fossiilseist ja meieaegseist 
selgroogseist.

Selgroolülide histoloogiline diferentsiatsioon on toimunud selg
roo fülogeneesi kestel kahes eri suunas. Esimest suunda esindavad 
selgrood, mille lülid koosnevad kõhrest, nagu soõrsuuseil, või 
lubjastunud kõhrest, nagu hailistel, railistel ja kimääridel. Selg
roogu selles kõhreses evolutsioonifaasis tuleb nimetada k o n d r o  
r a h h i u m i k s 4.

Teist selgroogude histoloogilises evolutsioonis väljakujunenud 
selgroogude rühma, milledel lülid koosnevad kas osaliselt või 
täiesti luust, on otstarbekohane nimetada o s t e o r a h h i u m i k s .

Enamikul nüüdisaegseist selgroogseist teeb osteorahhiurn onto
geneesis läbi kondrorahhiumi faasi, mil lülid kas tervikuna voi osa
liselt koosnevad kõhrest, mis hiljem asendub kas osaliselt või 
täiesti luuga.

Kõik selgroosse puutuvad võrdlev-morfoloogilised andmed rää
givad vaate kasuks, et kondrorahhium on selgroo füleetilises evo
lutsioonis varasemaks, primitiivsemaks arengustaadiumiks, millest 
hiljem on välja arenenud osteorahhiurn.

Jälgides paleorahhiumi fülogeneesi lähemalt, selgub, et paleo- 
rahhiumi suguvõsaloolises evolutsioonis esineb kaks faasi, millest 
esimest iseloomustab kondrorahhium, teist osteorahhiurn.

Nüüdisaegseist selgroogseist püsib paleorahhium kondrorah
hiumi faasis kimääridel ja osaliselt ka kõhrluuseil. Fossiilsetest 
vormidest tuleb oletada kondrorahhiumi faasis olnud paleorahhiumi 
real fossiilseil varilõpuseseil — akantoodidel, stegoselahhidel, 
ihtüotoomidel ja pleuropterüügidel.

Osteorahhiumi faasis püsib retsentsetest selgroogseist paleo
rahhium kopskaladel ja osalt ka kõhrluuseil. Väljasurnud vormi
dest arenes välja osteorahhiumi tüüpi paleorahhium real krossop- 
terüügidel ja ganoiididel.

Nagu paleorahhiumi evolutsioonis, nii võib ka neorahhiumi fülo- 
geneesis täheldada kahte peasuunda. Üks arengusuund on tootnud 
kondrorahhiumi, nagu see esineb nüüdisaegseil hailistel ja railistel, 
teine — osteorahhiumi, mis iseloomustab enamikku retsentseid ja 
fossiilseid luukalu ning kõiki retsentseid ja fossiilseid amfiibe, 
reptiile, linde ja imetajaid. Sellesse faasi oli arenenud ka 
Palaeospondylus.

Spondülogeneesi, see on lülikeha ja kaare (resp. kaarte) tekke 
suhtes on neorahhiumi fütogeneetilises evolutsioonis avastatud 
kolm põhitüüpi ja rida nende põhitüüpide kombinatsioone. Nagu 
teada, on nendeks spondülogeneetilisteks põhitüüpideks kordogeen- 
sed, arkogeensed ja autogeensed lülid, millest kordogeensed ise
loomustavad kõhrkalu, arkogeensed ja autogeensed niihästi kõhr- 
kalu kui ka muid neorahhiumiga selgroogseid.

Varemalt mainitud oletus, et neorahhium on arenenud paleo-

4 Hondros — kõhr.
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rahhiumist pärast seda ajavahemikku, kui kalad oma suguvõsa- 
loolises arengus olid diferentseerunud kõhr- ja luukaladeks, põhje- 
nebki sellel täheldusel, et kordogeenseist lülidest selgroog esineb 
ainult kõhrkaladel.5

Autospondüülse lüli evolutsioonis esineb kolm arengusuunda: 
temnospondüülne, diplospondüülne ja holospondüülne. Temnospon- 
düülse lüli keha koosneb oma arengu kõrgemal astmel tavaliselt 
kahest ligikaudu kolmekandilisest tükist' — eespoolsest hüpotsent- 
rumist ja tagapoolsest pleurotsentrumist. Diplospondüülses lülis on 
hüpo- ja pleurotsentrum kettakujulised. Temno- ja diplospondüül- 
seks arenes selgroog fossiilsetel mudakalalistel (Amiiformes) ja 
ürgamfiibidel (stegokefaalidel).

Temnospondüülseist ja diplospondüülseist lülidest autospon- 
düülsed selgrood on fülogeneetiliselt vanimaid, primitiivsemaid. 
Hilisemas evolutsioonis andsid nad alguse holospondüülsele selg
roole, mille lülikehad koosnevad ühestainsast tükist.

Holospondüülia areng temno- ja diplospondüüliast on luust 
tieorahhiumi evolutsioonis toimunud kolmes suunas. Esimest 
suunda esindavad paljud vaapkalad ja luukalad (Teleostei), kelle 
lülikeha on tekkinud hüpo- ja pleurotsentrumi liitumisest (konkrest- 
sentne lüli). Teist suunda esindavad retsentsed amfiibid. Nende 
stegokefaalidest põlvnevail eellastel kahanes ja kadus pleurotsent
rum, kuna hüpotsentrum suurenes ja kujunes lülikehaks (ekspan- 
sioonilüli). Kolmandas suunas toimus holospondüülse selgroo 
areng hemi- ja diplospondüülsest amniootidel — reptiilidel, lindu
del ja imetajail. Siin kidunes ja kadus, peale väheste erandite, 
hüpotsentrum, kuna pleurotsentrum suurenes ja kujunes lülikehaks 
(ekspansioonilüli).

Tuleb täheldada, et evolutsiooni käigus on holospondüülse lüli
keha tekkes mitmel selgroogsete-rühmal vähemal või suuremal 
määral osalenud ka kaarised (arkuaalid). Lülikeha on oma füleeti- 
lises evolutsioonis kujunenud mitmesugusel määral arkogeenseks 
(kaarisetekkeseks).

Lülikehadest (e. lülitsentrumitest) koosnevat neorahhiumi osa 
on otstarbekas nimetada t s e n t r o r a h h i s e k s .

Mis puutub selgroo lülide üla- ja alakaari moodustavate kaa
riste evolutsioonisse, siis lubab neid omavate retsentsete ja fossiil
sete vormide võrdlev-morfoloogiline analüüs oletada, et paleo- 
rahhiumi faasis esines neid igas metameeris vähemalt 4 paari, mil
lest 2 paari olid dorsaalsed ja 2 ventraalsed. Et dorsaalsete kaa
riste ja kaarte tähtsamaid ülesandeid on seljaaju kaitse, on otstar
bekas nimetada nende kogumikku n e u r o r a h h i s e k s .  Sama
del kaalutlustel võime ventraalsete kaariste või kaarte kogumikku,

5 Siin tuleb märkida, et india zooloog Ramanujam kirjeldab osalist kordo- 
geensust ka ühel luukalal ja nimelt heeringal. Et ta aga pole kindlaks teinud 
osteogeensete rakkude rännakut läbi elastika fibroosasse, et seal tekitada luu- 
kudet, tuleb oodata uusi sellekohaseid uurimistöid.
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mille ülesandeks on veresoonte varjamine, tähistada nimega 
h e m o r a h h i s .

Lõpuks võime rahhioloogilise nomenklatuuri täpsustamiseks 
hakata kasutama terminit a r k o r  a h h i s ,  märkides sellega kõi
kide selgroo kaariste ja kaarte kogumikku. Ülaltoodu alusel on 
selge, et evolutsiooniteooria seisukohalt on arkorahhis vanem, ürg
sem arend kui tsentrorahhis. Arkorahhise suuremat fülogeneetilist 
vanust tsentrorahhise suhtes tõestab, nagu oleme osaliselt varemgi 
maininud, ka nüüdisaegsete neorahhiumiga varustatud selgroog
sete loomade embrüoloogiline arenemine. Kõigil selgroogseiT peale 
imetajate tekib arkorahhis varem kui tsentrorahhis. See, et imeta- 
jail tuleb lootel tsentrorahhis varem esile kui arkorahhis, on sele
tatav ta korda rudimentse iseloomuga, võrreldes teiste selgroogsete 
hästi arenenud lootelise kordaga. Imetajate korda rudimentsust ja 
sellega seoses tsentrorahhise tekke primaati võrreldes nende 
arkorahhisega tuleb pidada evolutsiooni lähtekohalt sekundaarseks, 
tsönogeneetiliseks nähtuseks.

On otstarbekohane nimetada hästi arenenud kordat m a k r o  
k o r d a k s  ja rudimentset m i k r o k o r d a k s .  Makrokorda faa
sis püsivad sõõrsuused, holokefaalid, kopskalad ja kõhrluused. Selle 
evolutsioonifaasi elavad läbi ka muude kalade looted ja vastsed 
ning amfiibide, reptiilide ja lindude looted. Öeldust järgneb, et 
makrokorda on korda füleetilises evolutsioonis vanemaks arengu
faasiks kui imetajate looteil esinev mikrokorda.

Ühendite suhtes, mis selgroos lülikehasid üksteisega seovad, 
on selgroo fülogenees toimunud kahes põhisuunas. Esimeses suu
nas arenenud selgroogudes on ühendid lülide vahel -kujunenud 
umbseteks, liiduselisteks, sünartrootseteks. Selliselt on nüüdisaeg
seist selgroogseist lülidevahelised ühendid arenenud kaladel (peale 
vaaphavi — Lepidosteus’e), alamail amfiibidel, mõnel sisalikulisel, 
krokodillilistel ja imetajail. Sesse suunda kuuluvat selgroogu võime 
nimetada s ü n a r t r o r a h h i u m i k s .

Teist lülidevaheliste ühendite evolutsiooni suunda — diartrooti- 
list, liigeselist leiame kaladest vaaphavil, kõrgematel amfiibidel, 
eriti konnalistel, madudel, enamikul sisalikest ning kaela- ja saba- 
piirkonnas ka kilpkonnadel ja lindudel. Seda selgroo evolutsiooni 
suunda võime tähistada nimega d i a r t r o r a h h i u m .

Diartrorahhium võimaldab looma kehale suuremat painduvust 
kui sünartrorahhium.

Et sünartrorahhium iseloomustab enamikku alamaid selgroog
seid ja et diartrorahhium teeb oma ontogeneesis läbi sünartrorah- 
hiumi staadiumi, tuleb sünartrorahhiumi pidada diartrorahhiumist 
primitiivsemaks.

Evolutsiooniprotsessi põhjustavaks printsiibiks on dialektiline 
ühtsus struktuuri ja funktsiooni ning organismi ja miljöö vahel. 
Antud printsiibi kohaselt on kõik selgroo morfoloogilised omadused 
seletatavad ühelt poolt ta funktsioonidega, see on füsioloogiliselt,
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teiselt poolt suhetega miljöö ja organismi vahel, kellele selgroog 
kuulub, see on ökoloogiliselt.

Füsioloogiliselt on selgroog multifunktsionaalne liitelund. Ta 
peamiseks funktsiooniks on olla vahetult või kaudselt toeks kõigile 
organismi moodustavaile osadele, eeskätt koljule, jäsemetele, roie- 
tele, kehaseinale ja viimase ning kinnistite kaudu sisikonnale.

Teiseks tähtsaks selgroo funktsiooniks on kaitse. See talitlus 
on eeskätt seotud arkorahhise mõlema vormiga, millest neurorahhis 
varjab seljaaju, hemorahhis — veresooni.

Et skelett kui lokomotoorse aparaadi passiivne osa on kinnistus- 
paigaks lokomotoorseile lihastele, on ka selgroog kas vahetult või 
kaudselt mainitud lihastele kinnistuspaigaks.6

Arhirahhiumi faasis on kõik need selgroo funktsioonid ebatäius
likud, paremini on nad aga välja arenenud paleorahhiumi ja veel 
paremini neorahhiumi faasis.

Et terrestriline miljöö oma komplitseeritumate ja diferentseeri
tumate miljööfaktoritega esitab organismile tema ökoloogiliste 
funktsioonide sooritamiseks suuremaid nõudmisi kui akvatiilne, on 
selgroog terrestrilistel selgroogsetel arenenud kõrgemale organi- 
satsioonitasemele kui akvatiilseil.

Eluks kontinentaali biotoopides ei osutunud sobivaks ei arhirah- 
hium ega paleorahhium, samuti ka mitte kondrorahhium. Siin on 
otstarbekamaks osutunud ja kõrgemale organisatsioonitasemele 
arenenud osteorahhium, neorahhium, diartrorahhium ning osalt 
ka sünartrorahhium.

Selgroo evolutsioonilise morfoloogia viljelemisel tuleb raken
dada ajaloolist meetodit, silmas pidades dialektilise materialismi 
vastandite võitluse ja ühtsuse printsiibis sisalduvat sisu ja vormi 
ühtsust.

Selgroo evolutsiooni sisuks on ta evolutsiooni põhjustavad fak
torid. Nendeks on selgroo struktuuri ja funktsiooni ühtsus ning 
selgroogu omava organismi ja miljöö ühtsus.

Selgroo evolutsiooni vormiks on tema ja teda omava organismi 
morfofüsioloogiline organisatsioon.

Kokkuvõte

1. Arhirahhium on selgroo algfaas, paleorahhium hilisem ja 
neorahhium uusim faas.

2. Kondrorahhium on fülogeneesi primitiivsem, osteorahhium — 
kõrgem arengufaas.

3. Neo- ja osteorahhiumi füsioloogilised ja ökoloogilised funkt
sioonid on intensiivsemad kui arhi-, paleo- ja kondrorahhiumil.

6 Peale mainitud üldfunktsioonide võib selgroog omada veel mõningaid 
erifunktsioone.
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4. Arhi-. paleo- ja kondrorahhiumi faasis püsivad sõõrsuused 
ja primitiivsemad kalad. Kõrgemad kalad ja neljajalgsed on are
nenud neo- ja osteorahhiumi faasidesse.

5. Arkorahhise kummastki vormist on neurorahhis oletatavasti 
fülogeneetiliselt vanem kui hemorahhis.

6. Sünartrorahhium esineb primitiivsema evolutsioonifaasina 
kui diartrorahhium.

7 Ihtüopsiidide ja sauropsiidide loodete makrokorda on füloge- 
neetiliseH ürgsem kui imetajate loodete mikrokorda.



ОБ ЭВОЛЮ ЦИОННОЙ МОРФОЛОГИИ ПОЗВОНОЧНИКА

Проф., докт. биол. наук И. Пийпер

Кафедра зоологии

Резюме

В эволюции позвоночника различают три главных фазы.
1. Фаза архирахиума. Хорда сохраняется целиком. Позвоноч

ник состоит из расположенных по бокам хорды и упирающихся на 
хорду метамерных пар хрящевых палочек. Представлена у круг
лоротых и, по всей вероятности, у панцырных рыб (Ostfacodermi, 
Antiarchi).

2. Фаза палеорахиума. Хорда сохраняется целиком. Позво
ночник состоит из окружающих хорду метамерно расположенных 
верхних и нижних хрящевых или костных дуг. Представлена у 
химеровых, костнохрящевых, двоякодышащих и у некоторых вы
мерших форм как из хрящевых так и костных рыб.

3. Фаза неорахиума. Хорда в той или другой степени редуци
рована или отсутствует (у взрослого). Имеются в той или другой 
степени развитые тела позвонков — хрящевые или костные. Име
ются верхние и часто также нижние дуги — хрящевые и костные. 
Представлена у большинства рыб и у четвероногих животных.'

4. Фаза хондрорахиума или хрящевого позвоночника, фило
генетически примитивнее фазы остеорахиума или костного позво
ночника.

5. Аркорахис или часть неорахиума, состоящая из .дуг, яв
ляется с точки зрения эволюции более примитивной частью позво
ночника, чем состоящая из тел позвонков — центрорахис.

6. Из обеих форм аркорахиса состоящий из верхних дуг невро
рахис филогенетически древнее состоящего из нижних дуг гемо
рахиса.

7. Фаза синартрорахиума, где связи между позвонками плот
ные, примитивнее фазы диартрорахиума, где эти связи сочлено- 
вые.

8. Крупная макрохорда у зародышей ихтиопсид и сауропсид. 
является более примитивной фазой в эволюции позвоночника, чем 
рудиментарная хорда — микрохорда млекопитающих.



О МОРФОЛОГИИ И ЗАКОНОМЕРНОСТЯХ 

ПОСТЭМБРИОНАЛЬНОГО РАЗВИТИЯ КОСТНОГО 

ПОЗВОНОЧНИКА У ОКУНЯ (PERCA FLUVIATILIS L.)

Проф., докт. биол. наук И. Пийпер

Кафедра зоологии

Материал для данной работы был получен из озера Пейпси * 
в Эстонской ССР

Для исследования позвоночники были освобождены от мягких 
частей путем мацерации в горячей воде.

Для сохранения цельности разъединенного на отдельные по
звонки позвоночника через него были проведены две тонкие про
волоки. Одна из них проходила через позвоночный канал, а дру
гая, ей параллельная, через середины тел позвонков.

Приготовленные таким способом препараты оказались вполне 
удобными как для изучения отдельных позвонков, так и для ана
лиза позвоночника как целого.

Выражаю мою искреннюю благодарность аспиранту Ю. Рист- 
коку за помощь, оказанную при получении материала исследова
ния.

Позвонок костистой рыбы состоит, как показывает его эмбрио
логическое развитие, из автогенной части, которая формируется 
из соединительной ткани, и из аркогенной части, которая разви
вается из хряща.

В автогенной части тела позвонка можно различить два от
дела — внутренний и наружный.

Внутренний отдел автогенной части тела позвонка, который 
мы называем к о н о г е н н ы м  отделом, состоит из двух срос
шихся вершинами конусов — переднеконуса и заднеконуса, обра
зующими биконус.

Конусы состоят из очень плотной костной ткани, дифференциро
ванной на более темные и более светлые слои. Так как ежегодно к 
существующим слоям прибавляется по одному светлому и одному 
темному слою, то по их счету можно определить возраст рыбы.

Наружный отдел тела позвонка, который мы называем п е р и  
г е н н ым отделом, представлен у костистых рыб несколькими

* Чудское озеро.
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морфологическими типами. Из этих типов наиболее обыкновен
ными являются два типа, которые мы называем т р а б е к у л я р  
ным и л а м и н а р н ы м  типами.

В случае трабекулярного типа наружный, перигенный отдел 
тела позвонка состоит из отчасти рыхло, отчасти плотно скученных 
продольных костных трабекул, тянущихся от переднеконуса к 
заднеконусу, заполняя углубление между ними.

При ламинарном типе перигенная часть тела позвонка пред
ставлена парными, разной толщины пластинками, которые идут в 
продольном направлении от переднеконуса к заднеконусу. Пла-

Рис. 1. Позвонок из прекаудального отдела.
1 — поперечный отросток (basapophysis); 2 — 
поперечняя пластинка (latnina transversalis) ;
3 — надпоперечная яма (fossa supratransver- 
salis)\ 4 — подпоперечная яма (fossa sub- 
transversalis); 5 — брюшная пластинка (la- 
mina ventralis); 6 — передний верхний сочле
новный отросток (praezygapophysis); 7 — зад
ний верхний сочленовный отросток (postzyga- 
pophysis); 8 — верхняя дуга (arcus superior) \
9 — верхний остистый отросток (processus 

spinosus superior).

стинки (laminae) отделены друг от друга более или менее четко 
выраженными углублениями — я м а м и  (fossae).

У окуня как в каудальной, так и в прекаудальной части по
звоночника три пары продольных пластинок, из которых одна 
пара расположена на спинной, другая на брюшной стороне бико
нуса, а третья пара расположена по его бокам (рис. 1, 2, 3).

139



Верхнюю пару мы называем с п и н н ы м и  п л а с т и н к а 
ми — laminae dorsales, нижнюю — б р ю ш н ы м и  п л а с т и н  
к а м и — laminae ventrales. Что же касается б о к о в ы х  пла 
с т и н о к, то в виду того, что они в прекаудальной части позво
ночника представлены базальными частями поперечных отростков 
или базапофиз, их целе
сообразно именовать п о 
п е р е ч н ы м и  пла  
с т и н к а м и  — laminae 
transversales. Для соответ-

Рис. 2. Позвонок из прекау- 
дального отдела с брюшной 
стороны. 1 — брюшная яма 
(fossa ventralis); 2 — брюш
ная пластинка (lamina ventra
lis) ; 3 — поперечный отросток 
(basapophysis); 4 — верхний 
задний сочленовный отросток 
(postzygapophysis); 5 — -верх
няя дуга (arcus superior)-, 6 — 
верхний остистый отросток 
(processus spinosus superior).

Рис. 3. Позвонок из каудального 
отдела. / — боковая пластинка 
(lamina lateralis)-, 2 — спинная 
пластинка (lamina dorsalis)-, 3 — 
подпластиночная яма (fossa sub- 
laminaris); 4 — надпластиночная 
яма (fossa supralaminaris)-, 5 — 
брюшная пластинка (lamina vent
ralis)-, 6 —  верхняя дуга (arcus 
superior)-, 7 — верхний остистый 
отросток (processus spinosus su
perior)-, 8 — нижняя дуга — 
(arcus inferior); 9 — нижний 
остистый отросток (processus spi

nosus inferior).

ствующих пластинок каудальной области позвоночника мы сохра
няем название б о к о в ы е  п л а с т и н к и  — laminae laterales. 

Верхние пластинки являются базальными частями верхних
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дуг, а нижние пластинки — таковыми же частями нижних дуг в 
каудальной части позвоночника, где эти дуги только и развиты.

В каудальной части позвоночника каждый позвонок имеет 
справа и слева по две ямы, отделенных друг от друга боковой 
пластинкой (lamina lateralis) Верхнюю из этих ям мы именуем 
надпластиночной ямой — fossa supralaminalis, нижнюю подпла- 
стиночной ямой — fossa sublaminalis. Углубления, заключенные 
между верхними пластинками, должны быть названы спинными 
ямами — fossae dorsales, а углубления между нижними пластин
ками — брюшными ямами — fossae ventrales (рис. 1,3).

Верхние дуги позвонков 1—4 в боковом аспекте имеют вид 
массивных, неправильно-треугольных образований. Начиная с 
5-го позвонка до 10-го верхние дуги с хорошо развитыми ости
стыми отростками становятся постепенно тоньше и выше, сохра
няя эту форму почти до конца каудальной области.

Остистые отростки от 2-го до 4-го позвонков являются срав
нительно короткими, в краниальном аспекте коническими. Начи
ная от 5-го позвонка до конца позвоночника они длиннее преды
дущих, слегка согнуты и обращены вогнутой стороной назад. 
Только у последних предуростильных позвонков остистые отро
стки являются сравнительно более толстыми, чем их предшествен
ники.

Передние нижние дуги длиннее соответствующих верхних дуг. 
Они получают свое начало от передней части вентральных пласти
нок, а не от их средней части, как это имеет место у верхних дуг. 
Позвоночные отверстия нижних дуг выше таковых верхних дуг.

Нижние дуги первых трех каудальных позвонков оканчива
ются тремя отростками, из которых средняя, наиболее длинная, 
соответствует остистому отростку, а боковые — ребрам, срос
шимся с нижней дугой.

Нижние дуги предуростильных позвонков сильнее прочих.
Уростиль снабжен 5-ю нижними дугами — гипуралиями, из 

которых часть палочковидные, часть — пластинчатые.
Первые четыре позвонка лишены поперечных отростков, а у 

5-го позвонка они рудиментарны и отходят от спинно-боковой ча
сти переднего конца позвонка. У б-го позвонка они уже лучше об
разованы и сидят по бокам переднего конца тела позвонка. Начи
ная от б-го позвонка до конца предхвостовой части позвоночника 
поперечные отростки постепенно удлиняются, так что у послед
него позвонка данного отдела они почти в два раза длиннее, чем 
у 12-го позвонка.

В дорзальном аспекте поперечные отростки имеют удлиненно 
треугольную форму. Они представляют из себя вогнутую пла
стинку, выпуклая сторона которой обращена назад. Совпадающая 
с продольной осью поперечного отростка вогнутость делит его на 
кранио-вентральную пластинчатую и дорзо-каудальную палочко
видную часть.

С 5-го по 10-й позвонок длинная ось поперечного отростка
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имеет направление вертикальное к длинной оси позвоночника, 
между тем как у позвонков с 10 по 15 их дистальные концы посте* 
пенно поворачиваются назад.

Передние верхние сочленовные отростки крупнее всех осталь
ных. У первых четырех позвонков они имеют форму коротких, ши
роких, пирамидальных образований, расположенных на спинно- 
боковой стороне переднего конца тела позвонка.

Они расположены по отношению к их величине в убывающем 
порядке. Начиная с 5-го позвонка и вплоть до конца хвостового 
отдела размеры их оказываются постоянными. Форма же их в 
первой половине этого отдела тупопалочковидная, а в задней по
ловине низкоконусовидная.

Из задних верхних сочленовых отростков первый является 
очень крупным, имеет пирамидальную форму и расположен на дор- 
золатеральной части заднего конца тела позвонка, вдаваясь далеко 
назад. У 2-го позвонка они уже значительно меньших размеров, 
а у 3-го и 4-го позвонка они сравнительно очень маленькие. На
чиная с 5-го позвонка до средней части каудального отдела по
звонка они рудиментарны, а в заднем отделе каудального отдела 
отсутствуют.

Нижние сочленовые отростки развиты только в каудальном 
отделе позвоночника. Передние нижние сочленовые отростки раз
виты в виде маленьких конических образований только в задней 
части каудального отдела позвоночника.

Задние нижние сочленовые отростки представлены малень
кими остриями, расположенными на задних углах вентральных 
пластинок.

Возникает вопрос, является ли вышеописанная морфологиче
ская структура костного позвоночника взрослого окуня результа
том ряда качественных изменений, или же структура эта зала- 
гается, как таковая, уже в первых, ранних стадиях его развития.

Для выяснения этого вопроса был исследован ряд стадий раз
вития костного позвоночника у молодых окуней различного воз
раста.

Всего было исследовано 13 стадий, начиная от молоди в 5 см, до 
рыб длиной в 24 см. Из этих исследований видно, что внутренняя 
биконическая часть костного позвонка или биконуса представлена 
в такой форме, как у взрослого, уже и у молоди длиной в 5 см, не 
считая различий в величине биконуса и в количестве составляю
щих его годичных слоев.

Сравнительно-морфологический анализ показывает, что би
конус позвонка в процессе развития, кроме количественных изме
нений, то-есть роста, не подвергается никаким существенным из
менениям.

Что же касается периконической части позвонка, т. е. той его 
части, которая покрывает его биконус, то и она не обнаружи
вает значительных качественных изменений её структуры сравни
тельно с таковой у взрослой формы.
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Дорзальные пластинки, которые являются базальной частью 
верхних дуг, а также и находящиеся на нижней стороне позвон
ков каудального отдела вентральные пластинки, в отчетливо вы
раженной форме развиты уже у молоди длиною в 5 см.

Расположенные по бокам биконуса боковые пластинки наме
чаются у молоди в 5 см более или менее ясно только в задней ча
сти каудального отдела позвоночника. Поцеречные пластинки 
средней и передней частей позвоночника мало развиты или совер
шенно отсутствуют.

Но уже у молодого окуня длиною в 8 см боковые пластинки 
развиты на протяжении всего каудального отдела позвоночника. 
Они состоят здесь, как и у взрослого окуня, преимущественно из 
двух параллельно протянувшихся трабекул, имеющих в задней 
части каудальной области позвоночника тенденцию сливаться в 
одну цельную, не диференцированную на части боковую пла
стинку.

Над- и подпластиночные ямы, которые у молоди окуня в 5 см 
рудиментарны или отсутствуют вовсе, у молодого окуня в 8 см 
выражены со всей ясностью.

Что же касается верхних и нижних дуг и поперечных отростков, 
то и они развиты уже у молоди окуня в 5 см. Они представлены 
у него как по форме, так и по пропорциям по отношению к телу 
позвонка в общих чертах такими же, как у взрослого окуня.

То же наблюдается по отношению к верхним и нижним ости
стым отросткам.

Для выяснения соотношений между скоростями роста прекау- 
дального и каудального отдела позвоночника на разных стадиях 
развития костного позвонка окуня, а также для определения того 
же соотношения между высотой и длиной позвоночника, произве
дены соответственные измерения, на основе которых составлены 
нижеследующие таблицы.

Первая таблица показывает соотношение скоростей роста по
звоночника, как целого, так и его прекаудального отдела. Это со
отношение колеблется между 2,3 и 2,1. Разница — 0,2 незначи
тельна и может быть объяснена индивидуальными уклонениями в 
росте особей одинакового возраста, а также и тем, что взятые для 
анализа особи относятся к разным популяциям.

Вторая таблица изображает соотношение между скоростями 
роста позвоночника, как целого, так и его каудального отдела. 
Это соотношение колеблется между 1,9 и 1,7 Разница — 0,2 не
значительна и обусловливается теми же причинами, как и в пре
дыдущем случае.

Третья таблица показывает взаимоотношение темпов роста 
прекаудального и каудального отдела. Амплитуда этого соотноше
ния 1,3— 1,1 = 0 ,2 . Она незначительна и достаточно объясняется 
теми же обстоятельствами, как и в первом и втором случаях.

Четвертая таблица иллюстрирует соотношение между скоро
стями роста костного позвоночника в длину и высоту Это соотно
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шение колеблется в пределе 1,0—0,9 =  0,1. Эта амплитуда ко
лебания также незначительна и объясняется теми же причинами, 
как и в предыдущих случаях.

Сравнительная оценка этих таблиц показывает, что соотноше
ние между скоростями роста прекаудального и каудального отдела 
позвоночника на разных стадиях развития костного позвоночника 
окуня является величиной постоянной. То же самое следует из 
сравнения длины и максимальной высоты развивающегося ко
стного позвоночника у окуня.

Основные выводы ■>

Найдено:
1) что относительные размеры отделов развивающегося позво

ночника во всех исследованных стадиях являются почти постоян
ными и

2) что макроструктура позвонков в такой форме, как она 
сформирована у взрослого окуня, вполне представлена уже у

* молодого 8-ми см окуня.
Таблица 1

Общая длина 
рыбы L в см

1

Длина позвоноч
ного столба в см

Длина прекау
дального отдела 

в см

Отношение длины 
позвоночника к 

длине прекаудаль
ного отдела

7 4,2 1,9 2,2

8 5,0 2,3 2,2

10 6,0 2,6 2,3

11,5 6,8 2,9 2,3

12 7,4 3,4 2,2

13 8,1 3,9 2,1

15 9,9 4,6 2,2

16 10,3 4,8 2,1

18,5 12,1 5,6 2,2

20 13,0 6,3 2,1

22 14,2 6,8 2,1

24 15,6 7,6 2,1
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Т а б л и ц а  2

Общая длина 
рыбы L в см

Длина позвоноч
ного столба в см

Длина каудаль
ного отдела в см

Отношение длины 
позвоночника к 

длине каудального 
отдела

7 4,2 2,3 1,8

8 5,0 2,8 1,8

10 6,0 3,8
1 , 4

11,5 6,8 4,0 1.7

! 12 7,4 4,1 1,8

13 8,1 4,2 1,9

15 9,9 5,3 1,9

16 10,3 5,7 1,8

18,5 12,1 6,5 1,9

20 13,0 6,7 1,9

22 14,2 7,4 1,9

24 15,6 8,0 1,9

1

Т а б л и ц а  3

Общая длина 
рыбы L в см

Длина каудаль
ного отдела в см

Длина прекау
дального отдела 

в см

Отношение длины 
каудальн.отдела к 
длине прекаудаль

ного отдела

7 2,3 1,9 1,2

8 2,8 2,3 1,2

10 3,4 2,6 1,3

11,5 4,0 2,9 1,3

12 4,1 3,4 1,2

13 4,2 3,9 1,1

15 5,3 4,6 1,2

16 5,7 4,8 1,2
--------- --------
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Общая длина 
рыбы L в см

i

Длина каудаль
ного отдела в см

Длина прекау- 
дального отдела 

в см

Отношение длины 
каудальн. отдела к 
длине прекаудаль

ного отдела
00 СП 6,5 5,6 1,2

оCS 6,7 1 6,3 1,1

22 7,4 6,8 1,1

24 8,07 7,6 1,1

Т а б л и ц а  4

Общая длина 
рыбы L в см

Длина позвоноч
ного столба в см

Высота верхней 
половины первого 
прекаудального 
позвонка в мм

Отношение длины 
позвоночника к 

высоте*) верхней 
половины первого 

прекаудальн. 
позвонка

7 4,2 4,0 1,0

' 8 5,0 5,0 1,0

10 6,0 6,5 0,9

11,5 6,8 7,0 1,0

12 7,4 7,5 0,9

13 8,1 8,0 1,0

15 9,9 10,0 1,0

16 10,3 11,5 0,9

18,5 12,1 13,0 0,9

20 13,0 13,5 1,0

22 14,2 15,0 0,9

24 15,6 17,0 0,9

* Высота измерена от боковой пластинки! (lamina lateralis) до конца ости
стого отростка.



AHVENA (PERCA FLUVIATALIS L.) LUUST SELGROO 

MORFOLOOGIAST JA SELLE POSTEMBRÜONAALSE 

ARENEMISE SEADUSPÄRASUSTEST

Prof., biol. tead. dr. J. Piiper

Zooloogia kateeder

Resümee

Materjal käesolevaks tööks hangiti Peipsi järvest ja preparee- 
riti uurimiseks matseratsiooni teel. Et vältida lülide kadu ja alal 
hoida nende normaalset järjestust, aeti selgroost läbi kaks peent 
traati, millest üks läbis selgrookanali, teine lülikehad.

Lülikeha koosneb sisemisest k o n o g e e n s e s t  ja välimisest 
p e r i g e e n s e s t  osast. Konogeenne osa esineb kahe tippupidi 
liitunud õõnsa koonusena. Perigeense osa moodustavad õhemad 
või paksemad l e s t m e d  (lamellae), mis kulgevad koonusest 
koonuseni.

Enamik ahvena lülidest on varustatud kolme lestmepaariga — 
dorsaalse, lateraalse ja ventraalsega (laminae dorsales, laterales ja 
ventrales) (joon. 1, 2, 3).

Dorsaalsed ja kaudaalse regiooni ventraalsed lestmed on õhuke
sed ja nendest algavad ala- ja ülakaared, kuna lateraalsed ja pre- 
kaudaalse regiooni ventraalsed lestmed on paksemad.

Lestmeid eraldavad üksteisest dorsaalsed, ventraalsed ja late
raalsed a u g u d  (fossae). Lateraalseid auke on lüli kummalgi kül
jel kaks — ülemine ja alumine. Kaudaalses regioonis eraldab 
l e s t m e ü l i s t  a u k u  (fossa supralaminaris) 1 e s t m e а 1 u 
sest  a u g u s t  (fossa sublaminaris) külgmine leste. Et prekau- 
daalse regiooni külgmisest lestmest algavad ristijätked (basapo- 
füüsid), on otstarbekohane nimetada neid r i s t i l e s t m e i k s  
{laminae transversales).

Prekaudaalse regiooni eespoolsemate lülide iilakaartel on külg- 
aspektis irregulaarne piklik püramiidjas haabitus jämedate ogajät- 
ketega. Nendest tagapool kujunevad lülide ülakaarte ogajätked üha 
pikemaks ja peenemaks, püsides sellistena kaudaalse regiooni taga
osani.

Kaudaalse regiooni eespoolsemad alakaared on nendega koha
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kuti asetsevaist ülakaartest märgatavalt pikemad. Nendest lõpevad 
kolm eespoolsemat kolme haruga, millest keskmine on ogajätke, 
külgmised aga kaarega liitunud roided. Hüpuraalid (arvult 5) on 
osalt kepjad, osalt liistakjad.

Alles alates kuuendast lülist on ristijätked paremini arenenud, 
paiknedes lülikeha eesosa külgedel. Olles algul lühemad, pikene
vad nad kaudaalselt, nõnda ef viimane prekaudaalse regiooni risti- 
jätke on ligi kaks korda pikem kui 12-nda lüli oma. Ristijätkeil on 
dorsaalaspektis pikliku, kolmnurkse, ülalt lohus lestme laad. Kuna 
eespoolseil ristijätkeil on selgroo pikitelje suhtes vertikaalne suund, 
omavad tagapoolsemate distaalsed otsad kaudaalsema suuna.

Prekaudaalse regiooni eesmised ja tagumised ülemised^ liiges- 
jätked on püramiidja haabitusega ja ületavad suuruselt kõik teised.

Alumised liigesjätked, nii eesmised kui ka tagumised, esinevad 
vaid kaudaalses regioonis.

Et selgitada ahvena luust selgroo ontogeneesi, uuriti läbi rida 
noorkalu pikkusega (L) 5—24 cm. Selgus, et juba 5-sentimeetrili- 
sel noorkalal esineb lülikeha luustunud konogeenne osa, luustunud 
dorsaalsed ja ventraalsed lestmed ühes üla- ja alakaartega ning 
ristijätked. Lateraalsed lülikeha lestmed aga on enam-vähem mär
gatavalt arenenud vaid kaudaalses regioonis.

8-sentimeetrilisel noorkalal esinevad ka lateraalsed lestmed ja 
ühes nendega lestmeülised ja lestmealused augud, mis 5-sentimeet- 
rilisel noorkalal kas puudusid või olid rudimentsed.

Et selgitada suhteid prekaudaalse ja kaudaalse regiooni kasvu
kiiruse kohta ahvena luust selgroo arenemise eri staadiumidel ning 
suhteid areneva selgroo pikkus- ja kõrguskasvu vahel, teostati rida 
asjaomaseid mõõtmisi. Mõõtmistest saadud arvude tabeleist selgub, 
et areneva ahvena luust selgroo kaudaalse ja prekaudaalse regiooni 
suhteline pikkus on peaaegu konstantne. Sama maksab ka suhte 
kohta areneva selgroo pikkuse ja kõrguse vahel.



EESTI NSV MAGEVEELISTEST VABALTELAVATEST 

AERJALALISTEST

Aspirant I. Veldre

Zooloogia kateeder

Senini trükis avaldatud andmete järgi (R. Voore, 1933— 1937;
H. Riikoja, 1955) on Eesti NSV magevetest leitud vabalt elavate 
aerjalaliste (Eucopepoda) liikide a rv1 alamseltside kaupa järg
mine: hormikulisi (Calanoida) — 7 liiki, sõudikulisi (Cyclopoida) 
— 20 liiki, rullikulisi (Harpacticoida) — 3 liiki.

Paari viimase aastakümne jooksul on kogunenud uut materjali 
meie mageveeliste aerjalaliste kohta. H. Riikoja poolt 1944. a. 
koostatud käsikiri planktonorganismide esinemise kohta Eesti jär
vedes sisaldab rea originaalseid andmeid meie siseveekogude aer
jalaliste kohta. Üsna ulatuslik on Eesti NSV siseveekogude kala
majanduslikul uurimisel 1951.— 1954. a. kogutud zooplanktonoloogi- 
line materjal, mis aerjalaliste osas on läbi töötatud H. Veldre 
(1951.— 1953. a.) ja A. Mäemetsa (1954. a.) poolt. Väiksemates 
veekogudes — lompides, rabalaugastes ja mujal elutsevaid aer- 
jalalisi on uurinud artikli koostaja ja A. Mäemets. Nende uurimiste 
tulemusena on Eesti NSV magevetest leitud aerjalaliste liikide arv 
järgmine: hormikulisi 8, sõudikulisi 34, rullikulisi 1 2

Olemasolev materjal võimaldab teha mõningaid kokkuvõtteid 
meie mageveeliste aerjalaliste esinemise kohta mitmesugustes vee
kogudes3. Andmed hormikuliste (Calanoida) ja sõudikuliste 
{Cyclopoida) kohta on tunduvalt täielikumad kui rullikuliste 
(Harpacticoida) kohta. Mõningaks takistuseks viimaste tundma
õppimisel on kahtlemata olnud väikesemõõtmeliste rullikuliste

1 Arvesse ei ole võetud ranniku veekogudes (riimvees) esinevaid aerjalalisi 
(näiteks Eurytemora velox).

2 Möödunud aastal leiti Eesti NSV alalt veel järgmised liigid: Paracyclops 
poppei (Rehb.), Elaphoidella gracilis (G. O. Sars) ja Parastenocaris brevipes 
Kessi. (A. Mäemets ja I. Veldre. Eesti NSV vabaltelavad aerjalalised 
[Eucopepoda] I. Tartu, 1956).

3 Suhteliselt vähe on uuritud meie jõgedes elavaid aerjalalisi. Faunistilise 
uurimistöö seisukohalt on see õigustatud kaalutlusega, et jõgede planktonis 
esinevad aerjalalised satuvad vooluvette seisuveekogudest ja et kõik jõgede 
kaldataimestikus elutsevad aerjalalised esinevad ka järvede litoraalis ning 
väiksemates veekogudes.
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määramine, kuid peamiseks põhjuseks on asjaolu, et plankton
organismide kogumisel peamise püügivahendina kasutatud Ap- 
steini võrk ei filtreeri veekogu põhjalähedasi kihte. Veekogude 
põhjalähedastes kihtides elutsevate liikide — rullikuliste (Harpacti- 
coida), aga ka planktobentiliste sõudikuliste (Cyclopoida) leviku 
selgitamiseks tuleks kasutada erilisi meetodeid — põhjamuda läbi
vaatamist binokulaari all, noorkalade ja planktontoiduliste kalade 
sooltorude sisu analüüsimist jne. Nende võtete rakendamine või
maldaks kõrvaldada meie planktobentiliste aerjalaliste uurimises 
olevad lüngad.

Allpool on esitatud andmed seni Eesti NSV magevetest leitud 
vabaltelavate aerjalaliste liikide ja varieteetide4 leviku kohta. 
Sagedamini esinevate liikide puhul on nimetatud veekogude tüübid, 
millistes liik elutseb. Konkreetsed leiuandmed on toodud vähestest 
leiukohtadest leitud liikide ja perekond Cyclops liikide puhul.

Perekond Cyclops liikide konkreetsete leiukohtade esitamine on 
vajalik, kuna nimetuse all Cyclops strenuus s. lat. on varasemad 
autorid kirjeldanud tervet liikide rühma, mida praegu käsitletakse 
perekonna Cyclops s. str. liikidena. Lompides esineb koos Cyclops 
strenuus'iga liik Cyclops furcifer Seega osa varasemaid C. stre
nuus' i leide tähistab ka C. furcifer’i. Cyclops strenuus'\ leiud jär
vede avaveest võivad ainult erandjuhtudel tähistada liiki Cyclops 
strenuus s. str., sest R õ l o v i  (1948) järgi ei esine seda liiki jär
vede pelagiaalis. Missuguste liikidega autoritel on tegemist olnud, 
on raske otsustada. Suvekuudel võisid need olla Cyclops scutifer, 
Cyclops lacustris ja Cyclops abyssorum, kes esinevad suvekuudel 
meie järvede pelagiaalis. Talvekuudel on C. strenuus"i nime all 
kirjeldatud arvatavasti liiki Cyclops kolensis.

Liigid, millede leiud Eesti NSV ala kohta tulevad esmakordselt 
avaldamisele, on märgitud tärnikestega.

Autoritele viitamiseks on alljärgnevas tekstis kasutatud järg
misi lühendeid:

S. — Samsonov, N.
A. — Audova, A.
R. — Riikoja, H.
V — Voore, R.
H. V — Veldre, H.
M. — Mäemets, A.
I. V — Veldre, I.

Siinkohal avaldan tänu kõigile isikutele, kelle andmeid käesole
vas artiklis on kasutatud.

Calanoida — hormikulised

1. Hemidiaptomus amblyodon (Marenz.) — hiidaerik. Lisaks 
vanadele leidudele (V.) Tammemõisa tiigist Tartus ja Neeruti

4 Taksonoomiliste ühikute käsitlemisel on aluseks võetud V. M. R õ l o v i  
(1935, 1948) ja E. V B o r u t s k i  (1952) töödes esitatud süsteem.
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Linnamäe lähedasest linaleost (Tapa raj.) on liiki leitud Kodijärve 
lähedalt (Elva raj.) suvel ärakuivavast lombist (12. VI 1955., I. V.) 
ja Navalt (Jõgeva raj.) samuti ajutisest kevadisest veekogust 
(30. V 1955, M.) Viimasest leiukohast võetud proov on saadud 
üliõpilaselt Т. T i m m i 11.

2. Acanthodiaptomus denticornis (Wierz.) — ogaaerik. Antud 
liiki oli senini leitud rabalaugastest Jussi Suurjärvedest kagus ja 
Ännijärve juurest Loksa raj. (V.) 1955. a. suvel esines ogaaerik 
Palasi rab» järvedes (laugastes) — Vanamatsi järves, Kõrtsi jär
ves ja Suurlaukas Rapla raj. (21. V II 1955, I. V.)

* 3. Eudiaptomus coeruleus (Fich.) — tiigi-pärisaerik. Tiigi- 
pärisaeriku ainukeseks leiukohaks Eesti NSV-s on turbaaugud 
Emajõe luhal Tartu ujula läheduses (11. X 1954 ja 24. X 1955,
I. V.).

4. Eudiaptomus graciloides (Lillj.) — sale pärisaerik. Liik on 
iseloomulik järvede pelagiaalile. 1951.— 1953. a. järvede ekspedit
siooni poolt läbiuuritud 93-st järvest esines sale pärisaerik 52-s 
(H. V.). Peale järvede on liiki leitud lompidest.

5. Eudiaptomus gracilis (G. O. Sars) — järve-pärisaerik. Liik 
esineb peamiselt järvede pelagiaalis, harvemini väiksemates vee
kogudes. 1951.— 1953. a. järvede ekspeditsiooni poolt läbiuuritud 
93-st järvest leiti järve pärisaerikut 40-st (H. V.). Antud liik on eel
mise liigi suhtes vikareeriv, koos esinevad nad ainult mõnedes vaba
riigi sügavamates järvedes. Arvatavasti esineb erinevus mõlema 
liigi vertikaalses levikus (H. V.)

6. Eurytemora lacustris (Poppe) — järve-ahaskoodik. Esineb 
Vagula järves (V., H. V.) ja Saadjärves (R., H. V.).

7 Heterocope salietis (Lillj.) — raba-jämekoodik. Lisaks 
varasemale leiule rabalaugastest Jussi Suurjärve juures Loksa raj. 
(V.) on raba jämekoodikut leitud Ohepalu järvest Tapa raj. 
(21. VII 1953, H. V.), rabalaugastest Loosalu järve juures (19. ja
23. VII 1955), Palasi järvedest ja nende lähedal asetsevatest raba
laugastest Rapla raj. (21. V II 1955, I. V.).

8. Heterocope appendiculata G. O. Sars — järve-jämekoodik. 
Liiki on Eesti NSV-s leitud järvedest, peamiselt pelagiaalist. 
1951.— 1953. a. järvede ekspeditsiooni poolt läbiuuritud 93-st jär
vest leiti järve jämekoodikut 23-s järves (H. V.)

Cyclopoida — sõudikulised

9. Macrocyclops fuscus (Jur.) — lühihark-hiidsõudik. Liiki on 
leitud järvede litoraalist ja turbaaukudest, kusjuures ta ei ole nii 
sage kui Macrocyclops albidus.

10. Macrocyclops distinctus (Rich.) — keskmine hiidsõudik. 
Eesti NSV-st ainult üks leid — turbaaugust Tähtvere raba serval 
(10. VI 1934, V.).

11. Macrocyclops albidus (Jur.) — tavaline hiidsõudik. Kõige
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sagedamini esinev hiidsõudik, keda on leitud järvede litoraalist, 
turbaaukudest, aga ka laugastest.

12. Eucyclops serrulatus (Fisch.) — siletundel-pärissõudik. 
Üsna sage järvede, jõgede ning tiikide taimestikukogumikes ja lom
pides ning turbaaukudes esinev liik.

12a. Eucyclops serrulatus var. proximus (Lillj.). Eesti NSV-s 
on seda teisendit leitud järvede litoraalist ja lompidest.

13. Eucyclops macruroides (Lillj.) — hammastundel-pärissõu- 
dik. Leitud järvede litoraalist ja väiksematest veekogudest (lombid, 
turbaaugud).

13a. Eucyclops macruroides var. denticulatus (A. Graeter). 
Leiukohtadeks on järvede litoraal, turbaaugud ja kraavid.

14. Eucyclops macrurus (G. O. Sars) — pikkhark-pärissõudik. 
Pikkhark-pärissõudikut on leitud järvedest ja jõgedest taimestiku
kogumikes. Ta on vähem sage kui kaks eelmist liiki.

15. Paracyclops fimbriatus (Fisch.) — pikkhark-mudasõudik. 
Leiukohtadeks on järvede litoraal ja turbaaugud.

16. Paracyclops affinis (G. O. Sars) — lühihark-mudasõudik. 
Liiki on leitud suhteliselt väheste järvede litoraalist.

17 Ectocyclops phaleratus (Koch) — ebasõudik. Esineb jär
vede litoraalis, turbaaukudes, kraavides.

18. Cyclops strenuus Fisch. — tavaline sõudik. Usaldus
väärsed leiukohad: Raadi järv (23. I ja 13. II 1955); turbaaugud 
Kodijärvel (Elva raj.), turbaaugud Vooremaal, lomp Tartus (kõik 
1955. a. kevadel, I. V.)

* 19. Cyclops abyssorum G. O. Sars — süviku-sõudik.
H. R i i k o j a  esitab liigi leiu (küsimärgi all!) Raigastvere järvest. 
On usaldusväärselt leitud üksikutest sügavamatest järvedest: Valg
järvest (29. V II 1952, H. V.), Rõuge Suurjärvest (2. V II 1955,
I. V.) ja Udsu e. Lintsi järvest (12. V II 1955, M.)

* 20. Cyclops lacustris G. O. Sars — järve-sõudik. Järve- 
sõudikut on leitud vähestest järvedest: Veinjärv, Saadjärv, Ratas
järv, Vasula järv, Ähijärv (R.); Kahrila järv (6. VI 1952, H. V.); 
Uiakatsi järv (8. V II 1954), Torni järv (19. V II 1954, М.). Ta on 
seejuures esinenud ainult sügavamalt kohalt võetud proovides.

* 21. Cyclops kolensis Lillj. — koola sõudik. Mainitud liiki 
leidis esmakordselt N. Schönberg Võrtsjärvest (1954). Hiljem on 
koola sõudikut leitud veel reast järvedest: Lohja järv (11. III 1955, 
М.); Elistvere järv (18. III 1955), Pangodi järv (10. IV 1955), 
Kivijärv (10. IV 1955) ja Saadjärv (22. IV ja 29. V 1955, I. V.). 
Kõik leiud langevad külmale aastaajale (talv, kevad).

* 22. Cyclops furcifer Claus — lombi-sõudik. Liiki on leitud 
lompidest ja turbaaukudest Tartus, Vooremaal ja Kodijärvel 
(Elva raj.) (1954. a. sügis ja 1955. a. kevad, I. V.); lompidest 
Mustamäe ja Harku järve lähedal (8. V 1955, М.). Lombi-sõudik 
on vähem sage kui C. strenuus.
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* 23. Cyclops scutifer G. O. Sars — tiib-sõudik. Leiukohad: 
Jõksi järv (12. VI 1953), Kahrila järv (6. V II 1952), Kooraste 
järv (13. VI 1953), Piigandi järv (10. VI 1953), Valgjärv 
(29. V II 1952), Verijärv (4. V II 1952), Kirikumäe järv (13. I 1954) 
(H. V.); Jaala järv (23. V II 1954), Räätsma järv (26. V II 1954), 
Kurtna järv (26. V II 1954), Uiakatsi järv (8. V II 1954), Väike- 
Kirjaku järv (24. V II 1954), Viisjaagu järv (15. V II 1954), Torni 
järv (9. V II 1954) (А. М.); Rõuge Suurjärv (2. V II 1955), Udsu 
e. Lintsi järv (12. V II 1955, I. V.)

24. Cyclops vicinus Ulj. — sale sõudik. N. Samsonovi järgi 
leitud Saadjärvest.

* 25. Cyclops insignis Claus — talvine sõudik. Leiukohad: 
Kaarepere Pikkjärv (6. IV 1952, H. V.); Kodijärv (6. X 1954,
I. V.), Soitsjärv (18. III 1955, I. V.).

26. Acanthocyclops viridis (Jur.) — tavaline ogasõudik. Väga 
laialdaselt levinud liik, kes esineb järvede litoraalis, lompides ja 
turbaaukudes.

* 27 Acanthocyclops gigas (Claus) — hiid-ogasõudik. Leitud 
pisiveekogudest Tartu ümbruses ja Kodijärvel Elva raj. (1954. a. 
sügisel ja 1955. a. kevadel, I. V.), Lohja järvest (11. III 1955, М.). 
Männiku raba turbaaukudest (2. V 1955, М.).

* 27a. Acanthocyclops gigas var. latipes (Lowndes). Esines 
Tartu Botaanikaaia tiigis (23. X 1955, I. V.).

28. Acanthocyclops vernalis (Fisch.) — kevadine ogasõudik. 
Väga laialdaselt levinud kevadistes ja sügisestes lompides.

* 29. Acanthocyclops capillatvs (G. O. Sars) — külma-oga- 
sõudik. Leitud kinnikasvavast rabalaukast Loosalu järve ääres 
(23. VII 1955, I. V.).

30. Acanthocyclops bicuspidatus (Claus) — täpiline ogasõudik. 
Väga tavaline liik lompides, aga teda on leitud ka järvede litoraa- 
list.

*31. Acanthocyclops bisetosus (Rehb.) — lombi-ogasõudik. 
Leitud üleujutatud Emajõe luhalt Tartu juures, lompidest Kodijär
vel (Elva raj.) ja Soitsjärve lähedal (1955. a. kevad, I. V.).

* 32. Acanthocyclops languidus (G. O. Sars) — raba-ogasõu- 
dik. Esmakordselt leiti raba-ogasõudikut lompidest Männiku rabas 
(2. V 1955, М.). Teisi leiukohti: lomp Kodijärvel (Elva raj.), lomp 
Soitsjärve ääres, lombid Kõrbjärve (Rõuges) ääres (1955. a. kevad
suvi, I. V)

* 33. Acanthocyclops languidoides (G. O. Sars) — muutlik 
ogasõudik. Ainsaks leiuks on 1 $ kinnikasvavast rabalaukast Loo
salu järve lähedal (23. V II 1955, I. V.).

34. Acanthocyclops nanus (G. O. Sars) — kääbus-ogasõudik. 
Lisaks vanale leiule rabalombist Jussi Linajärve lähedal (4. V III 
1935, V.) on antud liiki leitud samblalompidest Kõrbjärve (Rõu
ges) kaldal (4. V II 1955, I. V.).

* 35. Microcyclops varicans (G. O. Sars) — muutlik pisisõu- 
dik. Ainus leid Vissi järve litoraalist (15. V II 1954, M.)
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* 35a. Microcyclops varicans var rubellus (Lillj.). Seda varie
teeti on leitud turbaaugust Kodijärvel (1. VI 1955, I. V.) ja loigust 
Kivijärve kaldal (5. X 1955, I. V.)

* 36. Microcyclops bicolor (G. O. Sars) — jämeharjas-pisisõu- 
dik. Üks levinumaid pisisõudikuid, keda on leitud mitmete järvede 
litoraalist — Mütsina järv (7 VII 1954), Väike-Kirjaku järv 
(24. V II 1954), Suur-Kirjaku järv (24. VII 1954) ja Mullutu lahe 
(10. V III 1954) kaldavöötmest (M.) Üks leid pärineb linaleolom- 
bist Polli lähedalt Abja rajoonist (5. V II 1955, I. V.)

* 37 Microcyclops gracilis (Lillj.) — sale pisisõudik. Saledat 
pisisõudikut leidis H. Riikoja Rootsiküla järvest (31. V II 1920).

* 38. Acanthocyclops crassicaudis (G. O. Sars) — jäme oga- 
sõudik. Liiki on meil senini leitud ainult Tähtvere rabast 
(8. V 1956, I. V.)

39. Mesocyclops leuckarti (Claus) — suvine holjursõudik. 
Suvekuudel laialdaselt levinud meie järvede pelagiaalis. 
1951.— 1953. a. järvede ekspeditsiooni poolt läbiuuritud 93-st jär
vest esines antud liik 73-s (H. V.).

40. Mesocyclops oithonoides (G. O. Sars) — tavaline hõljur- 
sõudik. Meie vabariigi järvede pelagiaali suvise planktoni üsna 
sage liik.

*41. Mesocyclops crassus (Fisch.) — jäme holjursõudik. Eesti 
NSV-s on liiki leitud suvekuudel 7 järvest (Kaisma, Karijärv, 
Kariste, Karula, Murati, Mõrtsuka, Viljandi) ja Narva jõest (М.). 
Võib arvata, et real juhtudel M. crassus on määratud M. oitho
noides’ eks.

42. Mesocyclops dybowskii (Lande) — taimestiku-hõljursõudik. 
Leitud järvedest, peamiselt litoraalist.

Harpacticaida — rullikulised

* 43. Viguierella paludosa (Mrazek) — pikkharjas-sambluL 
Liiki on leitud samblaloikudest Männiku rabas (2. V 1955, I. V.) 
ja  Kõrbjärve-äärsetest laugastest (Rõuges) (4. VI 1955, I. V.)

*44. Nitocrella hibernica (Brady) — järve-okik. Järve-okik 
elutseb järvede litoraalis. Leiukohti: Vissi järv (15. VII 1955) 
(Elva raj.), Päidla järv (12. V II 1954), Uiakatsi järv (8. VII 
1954), Torni järv, Kaarna järv (9. V II 1954) ja Juusa järv (9. VII 
1954) (kõik Otepää raj., I. V.). Elistvere järvest (4. III 1954) püü
tud mõneaastase ahvena maos leidus 3? isendit (I. V.).

45. Canthocamptus staphylinus (Jur.) — ronik. Ronik on tava
lisim talvine rullikuline meie järvedes, esinedes peamiselt litoraalis. 
Leiukohad: Pangodi järv (S.); Võrtsjärv (27 II 1954), Soitsjärv 
(18. III 1955), Harku järv (8. V 1955), lomp Kodijärvel (12. VI 
1955, I. V.).

Elistvere järvest (4. III 1954) püütud mõneaastaste ahvenate 
maos leidus $ ia ^  isendeid (I. V )

* 45a. Canthocamptus staphylinus var. microstaphylinus
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(Wolf.) Selle teisendi ainus leid pärineb Harku järvest (10. III 
1955, I. V.)

46. Bryocamptus minutus (Claus) — väike samblaronik. Lisaks 
varasemale leiule Pühajärvest (A.) leiti väikest samblaronikut 
lombist Tartus (5. V 1955, I. V.) ja Lahepera järvest (3. V III 
1951, А. M.)

47 Bryocamptus vejdovskyi (Mrazek) — kevadine sambla
ronik. Leiukohale Pühajärvest (A.) lisandub leid lombist Kodijär
vel Elva raj. (8. V 1955, I. V.)

* 48. Bryocamptus pygmaeus (G. O. Sars) — tavaline sambla
ronik. Kõige tavalisem rullikuline väikestes veekogudes ja järvede 
kaldaloikudes. Leiukohad: turbaaugud Emajõe luhal Tartu lähedal 
(11. X 1954); kevadise suurvee ajal üleujutatud Emajõe luht Tartu 
juures (7 V 1955) lombid Männiku rabas (2. V 1955); lomp Kodi
järvel Elva raj. (8. V 1955); linaleoauk Polli lähedal Abja rajoonis 
(5. V II 1955); Kivijärve (Elva raj.) kaldaloigud (5. X 1955); Veis
järv (14. V II 1955, I. V.). Pangodi järvest (5. V III 1952) püütud 
mõneaastase ahvena maos leidus 1 $ kest (I. V.).

*49. Arcticocamptus arcticus (Lillj.) — külmaronik. Liiki on 
leitud lahtisest kaevust turbalasundis (Tartu) (28. IV 1955) ja 
samblaloikudest Kõrbjärve ääres (Rõuges) (4. V II 1955, I. V.)

* 50. Attheyella crassa (G. O. Sars) — talbjas okasronik. 
Ainukeseks leiuks on 1 $ isend Soitsjärvest (18. V II 1951, I. V.).

*51. Attheyella northumbrica trisetosa Chappuis — järve- 
okasronik. Nimetatud alamliigi leiukohtadeks on kinnikasvanud 
turbaaugud Emajõe luhal Tartu juures (11. X 1954). Soitsjärv 
(18. III 1954). Veisjärv (13. V II 1955), Kivijärv (6. V II 1951,
I. V.)

* 52. Moraria brevipes (G. O. Sars) var. sarsi (Mrazek) — 
raba-nokisronik. Kõrbjärve-äärsetest samblapadjanditest (Rõuges) 
leiti (4. V II 1955, I. V.) nii emaseid kui ka isaseid. Isaste IV jala 
siseharu viimase lüli varustuse järgi (5 lisandit, alates siseservast 
on need järgmised: 1 mittesulgjas harjas, 2 sulgjat harjast, 1 kõver
dunud oga, 1 mittesulgjas harjas) on leitud isendid M. brevipes ja 
M. brevipes var. sarsi vahepealsed, lähenedes kõverdunud oga ole
masolu tõttu viimasele. Üks $ isend esines Pikkjärvest (Kaare
peres) püütud (27 V II 1952) mõneaastase ahvena maos.

* 53. Moraria schmeili (Van Douwe) — lombi-nokisronik. 
Ainsaks leiuks on 1 $ Veisjärve litoraalist rabakalda lähedusest 
(14. VII 1955, I. V.)
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О ПРЕСНОВОДНЫХ СВОБОДНОЖ ИВУЩ ИХ ВЕСЛОНОГИХ

ЭСТОНСКОЙ ССР

Аспирант И. Велдре

Кафедра зоологии

Резюме

По опубликованным до сих пор данным из пресных вод Эстон
ской ССР найдено следующее количество видов свободноживущих 
веслоногих: 7 видов каланид (Calanoida), 20 видов циклопид 
(Cyclopoida) , 3 вида гарпактицид (Harpacticoida)

В течение двух последних десятилетий накопилось некоторое 
количество нового материала о наших пресноводных веслоногих. 
Составленная в 1944 году X. X. Рийкоя рукопись «Обзор о рас
пространении планктонных организмов в озёрах Эстонии» содер
жит ряд оригинальных данных о наших пресноводных веслоногих. 
Весьма обширным является зоопланктонологический материал, 
собранный при рыбохозяйственном изучении внутренних водоемов 
Эстонской ССР в годах 1951 — 1954 (Веслоногие проработаны 
X. Ю. Велдре и А. X. Мяэметсом). Веслоногих, обитающих в ма
леньких водоемах, изучали автор и А. X. Мяэметс. В результате 
этих работ число найденных пресноводных видов веслоногих сле
дующее: каланиды 8, циклопиды 34, гарпактициды 1 1

Каланиды и циклопиды проработаны значительно лучше, чем 
гарпактициды. Это зависит главным образом от применения для 
сбора планктона количественной сети Апштейна, которая не охва
тывает придонных слоев водоема.

Нижеследующая таблица показывает, в каких типах водоемов 
найдены зарегистрированные в нашей республике пресноводные 
свободноживущие веслоногие. Латинские названия и таксономи
ческий объем их приведены по системе, разработанной в работах
В. М. Рылова (1935, 1948) и Е. В. Боруцкого (1952) Виды, не 
приведенные в до сих пор опубликованных работах, отмечены зве
здочками. Имена авторов, которые нашли эти виды впервые в 
Эстонии, указаны в графе следующей за латинскими названиями. 
Два креста отмечают, что вид встречается в данном типе водо
емов довольно часто. Один крест показывает, что вид нашли в 
данном типе водоемов неоднократно. Цифры указывают, сколько 
раз вид найден в данном типе водоемов.

1 В последнее время из пресных вод республики найдены ещё следующие 
виды: Paracyclops poppei (Rehb.), Elaphoidella gracilis (G. O. Sars) и Para- 
stenocaris brevipes Kessi. (А. X. Мяэметс и И. P Велдре. Свободноживущие 
веслоногие (Eucopepoda) Эстонской ССР I. Тарту, 1956).



В и д

Автор, который 
впервые нашел 
вид в водоемах 

ЭССР

В о д о е м ы

0  з е р а

Пруды Лужи

Заро с 
шие тор

фяные 
ямы

Дистрофные 
водоемы в 
болотахПелагиаль Литораль

1 2 3 4 5 6 7 8

•

Calanoida

1. Hemidiaptomus amblyodon 1 3

2. Acanthodiaptomus denticornis +
*3. Eudiaptomus coeruleus И. Р Велдре 1

4. Eudiaptomus graciloides ++- +
5. Eudiaptomus gracilis + + +
6. Eurytemora lacustris 2

7. Heterocope saliens 1__I 4

8. Heterocope appendiculata +  “Г

Cyclopoida

9. Macrocyclops fuscus Н-
+

10. .Macrocyclops distinctus
1

1

11. Macrocyclops albidus
+ + + 1

12: Eucyclops serrulatus
+ + + 4- +

32a. E. s. var. proximus !
4- 4-

13. Eucyclops macruroides +4- 4- 4-
13a. E. var. denticulatus + +

1
+

14. Eucyclops macrurus +
15. Paracyclops fimbriatus + + +
16. Paracyclops affinis +
17- Bctocyclops phaleratus ++• + +



Tabeli järg

1 2 3 4 5 6 7 8

18. Cyclops strenuus1 1 + +
*19. Cyclops abyssorum X. X Рийкоя 4

*20. Cyclops lacustris X. X. Рийкоя 8

*21. Cyclops kolensis H. Шенберг 6

*22. Cyclops furcifer И. Р, Велдре + Ч"
*23. Cyclops scutifer X. Ю. Велдре ' 16

24. Cyclops vicinus 1

*25. Cyclops insignis X. Ю. Велдре 3

26. Acanthocyclops viridis Ч—h ++
*27. Acanthocyclops gigas И. Р Велдре 1 + 1

*27a. A. gigas var. latipes И. Р Велдре 1
28. Acanthocyclops vernalis 1 ч—к 1

*29. Acanthocyclops capillatus И. Р Велдре +30. Acanthocyclops bicuspidatus н—ь
*31. Acanthocyclops bisetosus И- Р Велдре 3

*32. Acanthocyclops languidus А. X. Мяэметс + 2

*33. Acanthocyclops languidoides И. Р. Велдре 1

34. Acanthocyclops nanus 2

*35. Micröcyclops varicans А. X. Мяэметс 1
*35a. M. v. var. rubellus И. Р. Велдре 1 1
*36. Microcyclops bicolor И. Р. Велдре + 1
*37 Microcyclops gracilis X. X. Рийкоя 1

*38. Acanthocyclops crassicaudis И. Р. Велдре 1

1 Приведены достоверные данные, относящиеся к виду С. strenuus s. str.



Tabeli järg

1 2 3 4 5 6 7 8

39. Mesocyciops leuckarti + +
40. Mesocyciops oithonoides н—ь

*41. Mesocyciops crassus А. X. Мяэметс 7

42. Mesocyciops dybowskii +
*43. Viguierella paludosa И. Р. Велдре 2

*44. Nitocrella hibernica И. Р Велдре 6

45. Canthocamptus staphylinus 5

*45a. C. st. var. microstaphylinus И. Р Велдре 1
46. Bryocamptus minutus 2 1
47. Bryocamptus vejdovskyi 1 1

*48. Bryocamptus pygmaeus И. Р, Велдре 2 3 1 1
*49. Arcticocamptus arcticus И. Р Велдре 1 1

*50. Attheyella crassa И. Р, Велдре 1

*51. Attheyella northumbrica И. Р. Велдре
trisetosa 3 1

*52. Moraria brevipes var.

sarsi 1 И. Р. Велдре 1
*53. Moraria schmeili И. Р. Велдре 1

1 По вооружению последнего членика Епр Р 4 $ (5 придатков: 1 неоперенная щетинка и 2 оперенных щетинки на 
внутреннем крае, 1 изогнутый шип на вершине и 1 неоперенная щетинка на наружном крае) найденные экземпляры яв
ляются переходными между Moraria brevipes и Moraria brevipes var. sarsi\ наличием изогнутого шипа они примыкают к по
следнему.



к ВОПРОСУ О ФИЛОГЕНЕТИЧЕСКОМ ЗНАЧЕНИИ 

ЯВЛЕНИЯ РЕГЕНЕРАЦИИ У РАСТЕНИЙ

Доц., канд. биол. наук О. Ф. Михайлов

Кафедра генетики и дарвинизма

Явление регенерации имеет весьма широкое распространение 
как в животном, так и в растительном мире. Особенно хорошо из
вестна и наиболее изучена та форма регенерационных явлений, ко
торая объединяется термином «физиологическая регенерация». 
Это те случаи, при которых происходит восстановление есте
ственно изнашивающихся в процессе нормальной жизнедеятель
ности частей или отдельных тканей организма. Наибольший ин
терес как с научной, так и с практической точки зрения представ
ляет другая группа регенерационных явлений, называемых пато
логической или репаративной регенерацией.

Репаративная регенерация, особенно у растительных организ
мов, объединяет в себе несколько различных типов восстановле
ния, в зависимости от целого ряда внутренних и внешних причин. 
К числу таких причин, обусловливающих тот или иной тип реге
нерации, относятся, например, свойства детерминации, физиоло
гическое состояние организма, его возраст, стадийное сортояние и 
внешние условия жизнедеятельности. Естественно, что многие из 
этих факторов определяют и интенсивность регенерации. Упоми
ная о свойстве детерминации, следует отметить, однако, что в дан
ном случае оно понимается не как некая нематериальная сила 
или «фатальная определенность», а как материальная и лабиль
ная направленность тех или иных процессов дифференцировки. 
Не вдаваясь в детальный анализ различных типов репаративной 
регенерации и причин, их обусловливающих, отметим, что вся эта 
группа явлений в конечном счете сводится к одной и той же цели. 
В этом случае целый организм, подвергшийся тем или иным по
вреждениям, восстанавливает утраченную часть, начиная от от
дельной ткани и кончая органом, а в некоторых случаях и целой 
системой органов.

В тесной связи с явлением репаративной регенерации нахо
дится и другое явление, степень распространения которого, од
нако, значительно меньше. В данном случае имеется в виду явле

11 TRÜ toimetised nr. 46
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ние репродукции или свойства отдельной части, тем или иным 
путем изолированной от всего организма, возобновить целый ор
ганизм. В отличие от половой репродукции или вегетативной ре
продукции, происходящей при наличии превентивной почки, этот 
тип репродукции мы называем адвентивной репродукцией. По
следнее обстоятельство вызвано тем, что при этом типе репродук
ции возобновление целого организма из изолированной части его 
происходит как следствие развития адвентивной почки, заклады
вающейся в изолянте. Совершенно естественно, что как превен
тивная, так и адвентивная репродукция выполняют одну и ту же 
биологическую роль и потому могут быть объединены общим тер
мином — «репаративная репродукция».

Несомненно, что репаративные регенерация и репродукция но
сят приспособительный характер и имеют глубокий биологиче
ский смысл'. Сравнение и анализ репаративных регенерации и ре
продукции у животных и растений приводит к необходимости кон
статации целого ряда отличий как в распространенности этих яв
лений, так и в характере их протекания. Это обусловливается той 
глубокой разницей, которая имеет место в биологии животного 
и растения. Отличительной особенностью растения является свой
ство метамерности, множественности одноименных органов. На
личие превентивных заложений органов и способность их ново
образований также является специфической особенностью расти
тельного организма, хотя свойство новообразования в ряде слу
чаев имеет место и у животных. Наконец, у растения утраченный 
или поврежденный орган может восстановиться не на месте по
ранения, а в совершенно иной части организма. У животных это 
явление носит лишь исключительный характер и притом наблю
дается у весьма ограниченного числа видов.

Такая биологическая особенность растений, как свойство ме
тамерности в развитии органов, является несомненным следствием 
исторически сложившихся у них особенностей питания. Кроме 
того, неподвижный образ жизни, отсутствие возможности активно 
перемещаться из одного участка среды в другой, при наступлении 
неблагоприятных для жизнедеятельности изменений, также спо
собствовало выработке этого целесообразного приспособления в 
процессе филогенеза.

Свойству метамерности у растений, как и всякому биологиче
скому свойству, характерно наличие изменчивости, количествен
ного и качественного его варьирования под влиянием меняющихся 
условий существования. Следствием этого является и имеющая 
место у растений изменчивость в числе одноименных органов — 
меристическая изменчивость. Все это, по-видимому, в немалой сте
пени способствовало развитию у растений способности новообра
зования утраченных органов почти в любой части тела организма, 
вне зависимости от места утраты.

Несмотря на то, что явления физиологической и репаративной 
регенерации отличаются друг от друга, они, несомненно, имеют
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одну и ту же функциональную основу. Обе эти формы регенера
ции являются своеобразной реакцией организма на те или иные 
неблагоприятные воздействия внешней среды. В случае физиоло
гической регенерации эти воздействия носят постепенный, продол
жительный характер, и не приводят к видимому нарушению функ
циональной деятельности, в связи с чем и процесс регенерации, 
восстановления протекает замедленно и постепенно. В случае рез
ких, сильнодействующих воздействий со стороны внешней среды, 
вызывающих не только нарушение морфологической структуры, но 
и нарушение, а в некоторых случаях полное прекращение функ
циональной деятельности какой-либо части организма, происхо
дит и соответствующая реакция его. Организм стремится сравни
тельно быстро восстановить утраченную часть, а вместе с этим и 
нарушенную функциональную деятельность. В ряде случаев от 
скорости репаративной регенерации зависит не только быстрое 
восстановление той или иной функциональной деятельности, но и 
жизнь самого организма. В еще большей степени это относится 
к случаям такого травмирования растения, когда оно перестает 
существовать как целое. Тогда на сцену выступает последний ре
зерв для поддержания жизни индивидуума, а вместе с тем и 
вида, — репаративная,репродукция.

Говоря о физиологической регенерации как о естественном фи
зиологическом процессе, неотделимом от нормальной функцио
нальной деятельности организма, следует сделать вывод, что эта 
форма регенерации свойственна и необходима любому живому 
существу, вне всякой зависимости от степени или высоты его орга
низации и филогенетического возраста. Естественно возникает во
прос, так ли это в случае репаративных регенерации и репродук
ции? В данном случае, как это уже и отмечалось выше, не может 
быть речи о каком-то едином проявлении этих свойств у живот
ных и растительных организмов, причиной чего являются их био
логические различия. Что же касается растений, то мнения раз
личных исследователей в этом вопросе резко расходятся. Одни из 
них, связывая регенерационную способность со степенью органи
зации растения, утверждают обратную зависимость первой от 
второй. Другие, наоборот, считают, что, с повышением организа
ции, повышается и регенерационная способность. Третьи, наконец, 
вообще не связывают регенерационную способность с ходом эво
люции.

Мы не согласны ни ;'с одним из этих направлений и прежде 
всего потому, что каждое из них пытается установить зависимость 
регенерации только от какого-либо одного фактора, а это, ко
нечно, неправильно. Регенерационная, а тем более репродукцион
ная способность, обусловлена целым комплексом обстоятельств, в 
число которых входят и внешние и внутренние причины, являю
щиеся следствием как филогенеза, так и онтогенеза.

То обстоятельство, что регенерационные свойства какого-либо 
органа у одного и того же растения проявляется резко различно, в
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зависимости от возраста, стадийного состояния, физиологического 
состояния и т. п., чрезвычайно запутывают вопрос. Этому об
стоятельству мы, по-видимому, обязаны и всякого рода идеали
стическим гипотезам и теориям регенерации, согласно которым по
следняя вообще не поддается рациональному объяснению. Именно 
наличием свойства регенерации у живых существ доказывается, 
например, по мнению Дриша, наличие нематериального фактора 
развития — энтелехии.

Материальное по форме, но идеалистическое по существу объ
яснение причин регенерации давал и Август Вейсман. Согласно 
его концепции, регенерация является следствием развития, вы
лившейся при повреждении клеток т. н. резервной зародышевой 
плазмы.

Вейсману же мы обязаны и появлением концепции, утверж
дающей существование в природе закона, согласно которому ре
генерационная способность снижается в ходе эволюции по мере 
усложнения организации живых существ. Современные фактиче
ские данные показывают несостоятельность этого утверждения, 
т. к. и среди растений и среди животных в пределах одной и той 
же таксономической группы имеются формы, способные и неспо
собные к регенерации. Имеется целый ряд растительных форм с 
высокой степенью организации, обладающих сильно выражен
ной регенерационной способностью и, наоборот, ряд форм с низ
кой степенью организации, почти не проявляющих регенерацион
ных свойств. Анализ этих фактов показывает, что регенерацион
ная способность и степень ее проявления не находится ни в пря
мой, ни в обратной зависимости от высоты организации, а являет
ся следствием исторических и современных условий существова
ния и функциональной деятельности организма. Тем не менее 
проблема регенерации в целом, несомненно, носит филогенетиче
ский характер. В этом следует согласиться с мнением целого ряда 
исследователей, в частности Коршельта (1927). Кренке Н. П.
(1950), Тахтаджяна А. Л. (1954) и др. Однако, трактуя регенера
цию с исторической, филогенетической точки зрения, нельзя огра
ничиваться только этим. Свойства регенерации любого типа и 
формы, являясь своеобразной реакцией организма на воздействия 
внешней среды, обусловлены целой совокупностью этих взаимо
отношений как в филогенетическом, так и в онтогенетическом 
плане. Односторонний анализ регенерации не только не разъяс
няет вопроса, но еще больше запутывает его. Примером этому 
могут служить и оказавшиеся в тупике концепции Вейсмана и 
взгляды других, более поздних исследователей. Тот же самый 
Коршельт, исходя только из исторической оценки регенерации, 
рассматривал последнюю как проявление атавизма. Отчасти это, 
конечно, верно. Сейчас ни у кого, по-видимому, не вызывает со
мнения, что свойство регенерации является одним из самых древ
них, из начальных свойств живых существ. Но если исходить из 
этой точки зрения, то что тогда следует понимать под атавизмом?
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По сути дела любое проявление жизнедеятельности имеет свою 
большую или меньшую историю. Следовательно, все эти свойства 
следует отнести к атавистическим. Если, согласно некоторым ав
торам, понимать под атавистическим характером регенерации то, 
что при восстановлении той или иной поврежденной или утрачен
ной части организма имеет место упрощение ее, следовательно, 
якобы возврат к эволюционно более простой организации, то это 
не соответствует действительности. При физиологической регене
рации эти случаи вообще не имеют места. Что же касается ре
паративной регенерации и, тем более, репаративной репродукции, 
то современные многочисленные данные говорят не столько о воз
врате к ранее существовавшим более простым формам, сколько о 
морфофизиологических новообразованиях. Это является несом
ненным подтверждением того, что регенерационные свойства об
условливаются не только историческими факторами. Об этом же 
свидетельствует и значительная вариабильность регенерации в ко
личественном и качественном отношениях, в зависимости от це
лого ряда условий. Это, наконец, подтверждается способностью в 
ряду поколений ослаблять или усиливать регенерационные свой
ства организма в целом или его отдельных частей.

Односторонний анализ проблемы регенерации ошибочен и в 
методологическом отношении, т. к. приводит исследователей к ме
тафизическому представлению, согласно которому регенерация 
рассматривается как некое абстрактное свойство, не подчиняю
щееся общим законам жизнедеятельности организма и не связан
ное с условиями существования последнего.

Разрешение вопроса о биологической роли явления регенера
ции и, в частности, филогенетического значения ее тесным обра
зом связано с вопросами о причинах и побудителях.

Причины и побудители регенерации различны, хотя и могут 
иметь общие исторические корни. Вместе с тем, некоторые иссле
дователи не делают между ними никаких разграничений. Это в 
свою очередь ведет к ошибочным выводам. Габерландт (1929), на
пример, пришел к выводу, что изолированный орган или часть 
органа «испытывает недостаток своих прежних отношений ко 
всему организму и стремится ныне вновь установить эти отноше
ния». Нематериалистический характер такого объяснения совер
шенно очевиден. О «потенции к повторному образованию потерян
ных частей» говорит и Коршельт. Миэ (1926) и некоторые дру
гие сторонники витализма предполагают существование в раз
личных тканях организма особых клеток, носительниц т. н. архи
плазмы, которая якобы и обусловливает регенерацию. Известный 
исследователь регенерационных процессов у изолированных ча
стей растений Уайт Ф. Р (1949) подробно обсуждает вопрос о 
тотипотентности, свойстве растительных клеток давать любые 
формы, или об обособлении клеток, потери ими этих свойств. Од
нако автор разбирает этот вопрос без учета исторически сложив
шихся особенностей организма и его взаимоотношений с внешней
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средой. Работа и метод этого исследователя сводятся к искус
ственному расчленению организма вплоть до входящих в его со
став клеток и изучению происходящих при этом в определенных 
условиях процессов дифференцировки. Естественно, что в таких 
случаях организм перестает существовать как целое, нарушается 
весь комплекс взаимоотношений частей, и процессы дифференци
ровки в этих частях происходят уже иначе.

Клебс Г (1905), к мнению которого присоединяется и Кренке, 
трактует регенерацию как свойство организма «осуществлять при
сущие его внутренней структуре возможности развития при нали
чии известных условий». Внутренняя же структура обусловли
вается филогенезом. Кренке приходит при этом к выводу, что фак
торы, стимулирующие деление клеток, могут стать и причиной ре
генерации. С этим обстоятельством нельзя не согласиться, ибо про
цесс регенерации не мыслим без того или иного типа деления, 
размножения клеток, например, т. н. дробления. Еще Ч. Дарвин 
(1909) высказал предположение о том, что свойство регенерации 
имеет общие основы со способностью организмов к бесполому раз
множению.

После Ч. Дарвина идея исторической связи между бесполым 
размножением и регенерацией нашла себе целый ряд противников 
и сторонников. В последнее время, применительно к животным 
организмам, эти вопросы разбирались Студитским А. Н. (1950, 
1954) и Воронцовой М. А. (1949, 1953)

Разрабатываемая Студитским «биологическая теория регене
рации», основываясь на взглядах Ч. Дарвина, высказанных им в 
его «временной гипотезе пангенезиса», представляет бесспорный 
интерес и во многих отношениях согласуется с диалектико-мате
риалистическими принципами анализа явлений. Однако, на наш 
взгляд, автор этой теории в некотором отношении все же не прав. 
Справедливо критикуя Моргана и Пржибрама, считавших реге
нерацию неким изначальным свойством живого, неотделимым от 
самого понятия «жизнь», Студитский по сути дела отрицает при 
этом и известную общность явлений регенерации и бесполого раз
множения, о которой неоднократно говорил Ч. Дарвин. Конечно, 
нет никаких оснований для полного отождествления регенерации 
с бесполым размножением, тем не менее, нет оснований и для от
рицания общности между ними как в происхождении, так в ряде 
случаев и в проявлении.

Высказывая свои соображения о причинах регенерации, Сту
дитский приходит к выводу, что таковой, во всяком случае у вну
тренних органов животных, является формообразовательное дей
ствие функции остатка органа. Нам это обстоятельство кажется не 
доказанным, особенно по отношению к наружным органам как у 
животных, так и, тем более, у растений. По-видимому общеизвест
но, что у растений восстановление органа или системы органов лег
ко происходит без наличия какого-либо остатка, сохраняющего
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функцию целого органа. Возобновление органа может иметь место 
совершенно в иной части организма, вне района повреждения.

Не вызывает никакого сомнения, что движущей силой формо
образовательного процесса является функция, однако в данном 
случае следует иметь в виду функциональную деятельность всего 
организма в целом,, а не только его отдельной части. Известно не
мало случаев у тех же животных организмов, когда в результате 
утраты одного органа его функцию начинает выполнять другой 
орган, а на месте утраченного восстанавливается орган с функ
циональной деятельностью второго, заменяющего утраченный 
(например, у омаров).

Автор «биологической теории регенерации» делает неправиль
ный вывод, что, если уровень восстановительной реакции опреде
ляется интенсивностью функции утраченной части, то, при услож
нении организации животного, происходит повышение восстанови
тельных реакций, т. е. регенерационных процессов. Приводимые при 
этом примеры вполне достоверны, однако они не демонстрируют 
правильность взглядов автора и говорят о случаях совпадения с 
одной стороны, повышающейся из поколения в поколение степени 
организации живого существа и, с другой стороны, усиливающе
гося из поколения в поколение приспособительного характера ре
генерации данного органа у данного объекта. Нам кажется, что, 
несмотря на то, что регенерационное свойство в целом носит не
сомненный приспособительный характер, биологическая значи
мость его для организмов разного вида различна, как различна и 
степень этого приспособления.

Согласно воззрениям Воронцовой М. А. (1953), регенерацион
ная способность родственна в ряде отношений и связана истори
ческой преемственностью с бесполым размножением животных, 
однако не всегда совпадает с последним. В процессе эволюцион
ного развития животных их регенерационная способность нашла 
ряд самостоятельных форм проявления. У организмов, утратив
ших бесполое размножение, свойство регенерации проявляется 
лишь как одна из форм реакции организма на повреждение.

Такого рода концепция с нашей точки зрения представляется 
совершенно верной и в еще большей степени применимой к ра
стительным организмам. Несомненно, что в процессе эволюции 
растений первичной формой размножения являлось бесполое раз
множение, которое и в настоящее время может проявиться, при 
наличии определенных условий, у любого представителя расти
тельного мира. В ряде случаев, наконец, бесполый способ раз
множения у современных форм растений является или доминиру
ющим или даже единственным, благодаря образовавшимся в про
цессе эволюции специальным органам вегетативного размноже
ния. Несомненно также, что процесс регенерации морфологиче
ски начинается и протекает далее при наличии процесса деления, 
размножения клеток. Та или иная дифференцировка последних, 
по-видимому, является следствием, а не причиной. Если говорить
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о репаративной репродукции, то фактически исчезает разница 
между последней и бесполым (вегетативным) размножением в 
конечном результате. Однако, несмотря на их тесную связь и исто
рическую общность происхождения, форма их протекания раз
лична.

Приводимая нами возможная схема исторической связи всех 
этих явлений (рис. 1) показывает общность их происхождения (в 
случае превентивной и адвентивной репродукций также общность 
их биологической цели) и, в то же самое время, различие этих

Рис. 1. Схема исторической общности происхождения и свя
зей бесполого размножения и свойств регенерации у растений.

явлений, в зависимости от целого ряда условий жизнедеятельности 
организма и его взаимоотношений со внешней средой.

Одним из важнейших доказательств вышесказанного является 
общность физиологических причин деления клеток и регенерации. 
В этом отношении мы всецело согласны с Кренке, утверждавшим, 
что если не принимать во внимание тот или иной характер реге
нерации, то факторы, стимулирующие деление клеток, могут быть 
и причиной регенерации. Многочисленные данные в области дей
ствия всякого рода стимуляторов — ростовых веществ растений — 
наглядно это иллюстрируют. Таким образом, историческое воз
никновение регенерационной способности у растений тесно свя

Пс-рвичный примитивный 
процесс деления

Превентивная
репродукция

Адвентизна9
репродукция
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зывается с процессом бесполого размножения. Прямым след
ствием этого являются неспециализированные формы вегетатив
ного воспроизведения, каковым оказывается адвентивная репро
дукция в различных ее проявлениях.

Явления репаративной регенерации и адвентивной репродук
ции имеют большое значение для решения многих вопросов мор
фогенеза органов у растений. Это обстоятельство отмечено целым 
рядом авторов, в том числе и нами [Михайлов О. Ф. (1952) и в 
настоящем сборнике]. Эти же явления могут быть с успехом 
использованы и используются и для решения некоторых вопросов 
эволюционной морфологии.

Свойство регенерации является источником всякого рода ано
мальных структур и функциональных проявлений. В этих случаях 
происходит нарушение нормального хода морфогенеза и всего 
онтогенеза в целом, если имело место соответствующее повреж
дение и последующий регенерационный процесс, особенно на ран
них стадиях развития.

Некоторые исследователи, например, Рыжков В. JI. (1941), 
Тахтаджян А. Л. (1954) и др. разделяют аномалии на несколько 
типов и, в зависимости от их характера, придают им ту или иную 
роль в решении вопросов эволюционной морфологии. Эти авторы 
считают, что если в той или иной аномалии имеет место проявле
ние анцестральных признаков или признаков другой гомологиче
ской структуры, то это представляет особый интерес для филоге
нии. В случаях же нарушения нормального морфогенеза, при ко
торых не воспроизводятся ни анцестральные, ни современные при
знаки другой гомологичной структуры, в большей степени заин
тересованы онтогенетики, хотя эти случаи не безинтересны и для 
эволюционной морфологии.

С мнением этих авторов нельзя не согласиться, хотя подобное 
разделение аномалий, на наш взгляд, все же носит условный ха
рактер, т. к. не всегда представляется возможность с достовер
ностью определить, атавистический или не атавистический харак
тер носит изучаемое отклонение. Кроме того, даже в тех случаях, 
когда признак носит явно атавистический характер, он не является 
и не может являться буквальным воспроизведением предковой 
структуры, т. к. это противоречит закону необратимости развития. 
Фактический материал показывает, что при возникновении атави
стических признаков «возврата» в прямом понимании этого слова 
не наблюдается. Имеющие место те или иные уклонения в сторону 
предковых форм по существу только напоминают элементы прош
лой формы, а не повторяют ее буквально. Тесная связь и взаимо
зависимость онтогенеза и филогенеза и выражается в данном 
случае в том, что если развивается какой-либо атавистический 
признак, то он несет на себе больший или меньший отпечаток со
временности. Такого рода коррелятивная связь атавистических 
проявлений с современными признаками растения и придает ата
визмам относительный, а не абсолютный характер.
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Причиной всякого рода аномалий (тератизмов) у растений 
является комплекс внутренних и внешних факторов, которые и 
вызывают отклонение от нормы процесса развития. При этом 
аномальные образования могут иметь место не только на ранних 
стадиях онтогенеза, но, благодаря свойству регенерации, и в ко
нечных его этапах. Примером этому может служить известное и 
в естественной обстановке явление пролификации, израстания у 
сложноцветных. В данном случае отсутствие оптимальных усло
вий на световой стадии развития приводит к кажущемуся воз
врату растения к более ранней фазе развития. Морфологически 
это проявляется в том, что в соцветии начинается образование ве
гетативных побегов, являющееся следствием приостановки гене
ративной фазы развития и продолжением вегетативной фазы. Это 
явление сравнительно легко воспроизвести в лабораторных усло
виях. Мы часто наблюдали его у растений-новообразований под
солнечника адвентивного происхождения (Михайлов О. Ф., 1952).

Говоря о том, что причинами, обусловливающими аномальное 
восстановление органов или аномальную репродукцию адвентив
ного характера, является целый комплекс условий, следует отме
тить, что побуждение этих аномалий может быть вызвано каким- 
либо одним или ограниченным числом факторов, как, например, 
в вышеприведенном случае. По нашим наблюдениям, любой фак
тор внутреннего или внешнего характера, вызывающий нарушение 
нормального типа обмена веществ, приводит к патологическому 
развитию регенерирующей части или всего организма, адвентив
ного происхождения.

Весьма часто имеют место аномалии чисто генетической при
роды, являющейся в ряде случаев следствием генетической разно- 
качественности тканей. К таким случаям относятся, например, 
описанные Дарвином и изученные Мичуриным почковые вариа
ции.

Фактические данные показывают, что чем в большей степени 
произведено нарушение организма, безразлично механическим ли 
путем или вследствие заболевания, тем в большей степени про
цесс восстановления приводит к атавистическим признакам. Это 
обстоятельство обусловливается самой природой организма. Каж
дый организм определенного вида представляет собой сложную 
корреляционную систему частей, отличающихся друг от друга в 
морфологическом, физиологическом и генетическом отношении. 
Отдельные части, органы растения обладают некоторыми своими 
собственными особенностями взаимоотношения с внешней средой 
и различным филогенетическим возрастом. Все это приводит к 
тому, что каждый организм представляет собой также и взаимо
связанный комплекс наследственных возможностей. Одни из этих 
возможностей имеют филогенетически более раннее происхожде
ние, другие — более позднее. Это в свою очередь отражается на 
развитии признаков и свойств в процессе онтогенеза. Если онто
генез всего организма или части его нарушается тем или иным
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путем, то нормальный ход морфогенеза оказывается не только 
нарушенным, но и расшатанным. Последнее обстоятельство про
является в том, что происходит ослабление филогенетически более 
новых наследственных возможностей и доминирование более ста
рых. В результате такого доминирования более старых и более 
устойчивых наследственных возможностей происходит развитие 
и более старых признаков атавистического характера.

Изучение всех этих вопросов, на наш взгляд, представляет су
щественный интерес не только для онтогенетики, но и, в немень
шей степени, для эволюционной морфологии. Свойство регенера
ции, являющееся основой таких явлений, как трансплантация, те
ратология и адвентивное воспроизведение растительных организ
мов, имеет поэтому важнейшее значение для раскрытия ряда за
кономерностей эволюционного морфогенеза.
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TAIMEDE REGENERATSIOONI NÄHTUSE FÜLOGENEE- 

TILISEST TÄHTSUSEST

Dots. biol. tead. kand. O. Mihhailov

Geneetika ja darvinismi kateeder 

Resümee

Regeneratsioon on taimeriigis väga laialdaselt levinud nähtus. 
Erilist huvi pakub taastamise mitmesugtrste tüüpide rühm, mida 
ühendatakse ühise terminiga „reparatiivne regeneratsioon”

Tihedas seoses reparatiivse regeneratsiooni nähtusega on terve 
organismi küljest eraldatud osa omadus taastada kindlates tingi
mustes kogu organism. See terviku taastamise omadus tema osa 
poolt, mis- on tingitud adventiivse loote tekkest isoleeritud osas, on 
meie poolt nimetatud adventiivseks reproduktsiooniks.

Adventiivsel reproduktsioonil on ühine bioloogiline eesmärk 
preventiivse reproduktsiooniga, s. o. selliste juhtudega, kus orga
nismi osa taastab terviku preventiivse punga olemasolu korral. 
Selleks ühiseks eesmärgiks on liigi säilitamine. Ühise lõppeesmärgi 
tõttu võib adventiivset ja preventiivset reproduktsiooni nimetada 
ühise terminiga „reparatiivne reproduktsioon”

Reparatiivne reproduktsioon on peaaegu eranditult taimsete 
organismide iseärasus.

Reparatiivse regeneratsiooni ja reproduktsiooni nähtused oma
vad terve rea spetsiifilisi iseärasusi nii vormis kui ka kulgemises. 
See asjaolu on metameersuse ja meristemaatilise muutlikkuse oma
duste esinemise tulemuseks taimedel.

Reparatiivsel regeneratsioonil ja tema baasil ajalooliselt tekki
nud reparatiivsel reproduktsioonil on samad füsioloogilised alused 
kui loomulikul ehk füsioloogilisel organite ja kudede regenerat- 
siooninähtusel. Need füsioloogilised alused on omakorda tihedas 
seoses rakkude jagunemise protsessidega. Tingimused, mis stimu
leerivad rakkude jagunemist, võivad sageli olla ka regeneratsiooni 
põhjuseks.

Regeneratsiooni ja reproduktsiooni põhjusi ning tekitajaid ei 
saa siiski vaadelda kui mingi ühe faktori mõju tulemust, vaid need 
on terve sisemiste ja väliste nähtuste kompleksi tulemuseks. Nende 
nähtuste hulka kuuluvad ka determinatsiooni materialistlikud sea
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dused ja organismi füsioloogiline seisund, tema vanus, stadiaalne 
seisund ja lõppeks elutegevuse välised tingimused.

Reparatiivne regeneratsioon ja reparatiivne reproduktsioon on 
tihedas, ajalooliselt tekkinud seoses taimede mittesugulise paljune
misega, kuid nende nähtuste täielik samastamine ei ole õige.

Taimede regeneratsiooni nähtuste keerulisus ja mitmekesine ise
loom viis rea uurijaid selle nähtuse ühekülgsele analüüsile. Tehti 
ja tehakse katseid siduda regeneratsiooniomadust mingi ühe fülo- 
geneetilise või ontogeneetilise iseloomuga tingimusega, näiteks kin
nitada regeneratsiooni otsest või vastassuunalist sõltuvust evolut
sioonilise organisatsiooni astmest. Sellised kinnitused ei põhine 
aga seaduspärasel faktilisel materjalil. Leidub fakte nii ühe kui ka 
teise vaatekoha kaitseks. See on regeneratsiooni suurema või 
vähema kohastusliku tähtsuse tulemuseks, mis tugevneb või nõr
geneb antud organismide liigi rea põlvkondade vältel.

Regeneratsioonivõime fülogeneetiline ja ontogeneetiline tingitus 
soodustab terve rea taimede morfogeneesi küsimuste lahendamist 
nii fülogeneetilisest kui ka ontogeneetilisest lähtekohast. Selleks 
aitavad tunduvalt kaasa regeneratsioonivõime baasil toimuvad sel
liste nähtuste uurimine, nagu transplantatsioon, teratoloogia ja 
taimorganismide adventiivne paljunemine.



КУЛЬТИВИРОВАНИЕ КАЛЛЮСА ИЗОЛИРОВАННОЙ СЕМЯ

ДОЛИ КАК СПОСОБ ПОЛУЧЕНИЯ РАСТЕНИЙ- 

НОВООБРАЗОВАНИЙ

Канд. биол. наук Э. О. Пийпер

Кафедра генетики и дарвинизма

За последние годы внимание биологов различных стран все бо
лее и более привлекает вопрос об адвентивных образованиях. Ад
вентивные образования, к которым относятся как отдельные ткани 
и органы растения, так и целые зародыши, представляют интерес 
с самых различных точек зрения. Современная эксперименталь
ная эмбриология, например, включает в себя целый раздел, свя
занный с получением и изучением адвентивных зародышей.

На кафедре генетики и дарвинизма Тартуского государствен
ного университета получение адвентивных образований из недиф
ференцированной ткани каллюса изолированных семядолей ши
роко используется как весьма удобный метод, с помощью кото
рого изучается целый ряд вопросов органогенеза, морфогенеза и 
биологии развития растений.

Заложение отдельных органов или целого адвентивного заро
дыша в гомогенной ткани без участия полового процесса позволяет 
сделать еще более ясной картину дифференцировки зародыша 
из зиготы, возникшей как следствие полового процесса.

Изучение адвентивных зародышей благоприятствует разреше
нию ряда вопросов чисто генетического характера.

Наконец, большой теоретический и практический интерес пред
ставляют собой и растения-новообразования, выращиваемые из 
адвентивных зародышей. Растения-новообразования, помимо вся
кого рода патологических отклонений, при определенных условиях 
воспитания проявляют целый ряд наследственно сохраняющихся 
полезных в хозяйственном отношении признаков, вследствие чего 
их весьма удобно использовать как исходный материал для се
лекции.

Одной из задач научных исследований коллектива нашей ка
федры является сравнительное изучение морфогенеза и биологии 
развития растений-новообразований, вследствие чего возникает не
обходимость в дальнейшей разработке и улучшении методики по
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лучения адвентивных зародышей. Принимая во внимание выше
изложенное, целью моей работы явилось выяснение некоторых 
условий среды, облегчающих получение целых адвентивных заро
дышей в каллюсе изолированной семядоли, необходимых для по
следующего выращивания из них растений-новообразований.

Проблема получения растений-новообразований 
из каллюса в научной литературе

Литература по данному вопросу объемиста, но результаты ра
боты — т. е. получение целых растений из каллюса — не велики.

В 1779 г. появилась работа Боннэ (Bonnet Ch.); это по-види
мому, первое исследование, в котором указывается возможность 
получения целого растения из отдельных частей семени. Автору, 
работавшему с фасолью и гречихой, удалось получить слабые ра- 
стеница, но семена от них получены не были. Вслед за Боннэ ис
следователи различных стран ставили своей целью изучение кал
люса и возможности получения адвентивных зародышей из от
дельных частей семени.

К числу исследователей, занимавшихся этим вопросом, отно
сятся, например, Трекю (Trecul М., 1853) и Столль (Stoll R., 
1874), изучавшие образование каллюса на саженцах; Ван-Тигем 
(Van Tieghem 1873), получивший корни и почки из изолирован
ных семядолей подсолнечника и некоторых тыквенных; Блоци- 
шевский (Blociszewski Т., 1876), получивший корни на семядолях 
различных растений (горох, кукуруза, редька, клещевина, рожь, 
и овес); Цабель (1882), получивший у семядолей Pisum sativum 
и Phaseolus multiflorus только корни, и у Borrago officinalis стеб
левые образования, адвентивное происхождение которых, однако, 
вызывает сомнение; Фехтинг (Vöchting Н., 1908), получивший 
корни у изолированной семядоли гороха на месте прикрепления 
ее к гипокотилю; Кюстер (Küster Е., 1903), получивший, по-види
мому адвентивные зародыши на семядолях Cucumis, Cucurbita и 
Luffa-, Смит (Smith L., 1907), работавший с изолированными ча
стями семян целого ряда растений различных семейств, и полу
чавший у изолированных семядолей только корни.

Никому из всех вышеназванных исследователей не удалось по
лучить целые жизнеспособные и плодоносящие адвентивные ра
стения.

В начале настоящего столетия Калашникову Л. (1924) уда
лось получить из каллюса семядоли огурца целое растение, ко
торое зацвело, но впоследствии погибло. Дунин М. и Кузнецова А. 
(1933) получили жизнеспособные растения сои, которые плодо
носили в полевых условиях, однако авторы не приводят их мор
фогенетического анализа.

Целые растения-новообразования получали, по-видимому, еще
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некоторые исследователи, например: Ковалевская (Kowalewska Z. 
1927— 28), Фуйа (Fuja М. С., 1929), Флеров А. Ф. и Флеров В. А.
(1948) и др., однако и в этих случаях вопросам морфогенеза не 
уделялось достаточного внимания и, что для нас самое главное, 
методика получения этих растений по целому ряду обстоятельств 
не являлась совершенной.

Многие исследователи стремились воспроизвести растения-но
вообразования из листьев, так напр. Линденмут (Lindenmuth Н., 
1903) получал корни на листьях Phlox Drummondii и Öianthus 
Caryophyllus. Винклер (Winkler Н., 1903) получал, по-видимому, 
адвентивные почки на листьях Torenia asiatica. Завадский К. М.
(1951) получал корни и почки на листьях бегонии (Begonia гех) 
и доказывал возможность получения стеблевых почек из одной 
эпидермальной клетки, на что однако, указывали уже Пристли 
и Свингль (Priestley J. Н. and Swingle С., 1929).

Только в последнее время работы в области получения адвен
тивных зародышей в культуре каллюса стали носить конкретный 
характер и получили теоретическое обоснование. К работам та
кого типа, в которых приводится как методика, так и соответству
ющий анализ адвентивных образований в изолированной части 
растения или в культуре ткани, относятся работы Уайта Ф. Р
(1949) и Михайлова О. Ф. (1951, 1952 и в настоящем сборнике).

Материал и методика.

В качестве исходного материала были использованы семянки 
подсолнечника (Helianthus antiuus L.) сорта «Саратовский-169», 
выведенного в 1913 г. Плачек Е. М. на Саратовской селекцион: 
ной станции методом семейственного индивидуального отбора. 
Нами использованы семянки, полученные из Всесоюзного Инсти
тута Растениеводства в Ленинграде. Материалом послужили так
же семянки репродукции 1953 г., выращенные на Биологической 
станции Тартуского Гос. Университета.

Параллельно были проведены некоторые опыты с семенами 
гороха (Pisum sativum L.) сорта «Масличный».

Вышеназванные растения были избраны, как представляющие 
известный интерес для сельского хозяйства, и вследствие того, 
что одной из практических задач кафедры является получение хо
роших исходных форм подсолнечника для селекции в условиях 
Эстонской ССР

Опыты ставились зимой и весной 1952, 1953 и 1954 гг. в лабо
раторных условиях. Семена освобождались от оболочек и замачи
вались в воде на фильтровальной бумаге в течение 24 часов, иногда 
и дольше (в течение 48, 72 и 96 часов) Затем с помощью лезвия 
бритвы прямым или клиноообразным срезом удалялся зародыше
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вый корешок и стебель. Изолированные семядоли размещались 
срезанной поверхностью вверх на (предварительно прокаленном) 
влажном песке в вегетационных сосудах или в чашках Петри. Со
суды и инструменты во время работы стерилизовались спиртом и 
в пламени спиртовки. По мере подсыхания песок смачивался во
допроводной водой комнатной температуры. Сосуды с изолирован
ными семядолями помещались в вегетационные камеры, где под
держивалась желаемая постоянная температура и влажность.

Опыты ставились в нескольких повторностях по 10—50 изоли
рованных семядолей в каждой.

В целях изучения влияния предварительного «охлаждения» 
изолянтов на последующие процессы дифференцировки, за не
имением холодильной камеры, они размещались в холодных поме
щениях, на открытом воздухе, или же закапывались в снег (вме
сте с термометром для проверки температуры) на глубину 70 см, 
где при температуре воздуха от — 15 до — 20° С удерживалась 
константная температура около 2,5° С. После воздействия на изо- 
лянты низких температур они переносились в вегетационную ка
меру с постоянной положительной температурой и влажностью, 
которая определялась по психрометру Августа. Регистрация тем
пературы и влажности камеры производилась ежедневно по три 
раза в день: в Ö, 12 и 15 ч. в продолжении всего опыта.

Изучение возможного стимулирующего влияния углекислого 
газа и паров серной кислоты на регенерационные процессы в изо
лированных семядолях было связано со многими трудностями 
вследствие отсутствия в этой области каких-либо данных и из-за 
отсутствия соответствующей аппаратуры, которую приходилось 
конструировать самим.

В опытах по изучению влияния углекислого газа — семена, 
предварительно замоченные в продолжении 24 часов и надлежа
щим образом оперированные (удаление зародыша), подвергались 
воздействию С 0 2 в продолжение различных периодов времени, от
1 часа до 4-х суток.

Углекислый газ, получаемый воздействием соляной кислоты на 
углекислую известь в аппарате Киппа, накапливался в вакуум
ной камере, куда заранее подвешивались в мешочке из марли изо
лированные семядоли и где они оставались на определенный пе
риод времени. Содержание углекислого газа определялось при по
мощи аппарата Орса. После воздействия С 0 2 изолированные се
мядоли размещались во влажном песке в специальной вегетацион
ной камере.

В опытах по изучению влияния паров серной кислоты на зало
жение адвентивных зародышей изолированные семядоли, нахо
дящиеся во влажном песке, ставились в эксикатор над сосудом с 
серной кислотой.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

I. Образование зародышей в изолированных семядолях при 
различных температурах

Многократные опыты показали, что культивирование изолиро
ванных семядолей на свету при обыкновенной комнатной темпера
туре и влажности не дает удовлетворительных результатов. Если 
и имеет место появление каллюса и образование из него кореш
ков, то процент репродукции целых растений со стеблем и листья
ми обыкновенно очень низок. Вегетационные сосуды с изолиро
ванными семядолями (тотчас же после операции) ставились в та
ких случаях во влажную камеру при постоянной комнатной тем
пературе и влажности до появления проростков.

Опыты, предпринятые с целью выяснения оптимальной темпе
ратуры для образования зародыша в изолированных семядолях 
подсолнечника, можно подразделить: 1) на опыты с культивиро
ванием изолированных семядолей при постоянной положительной 
температуре и 2) на опыты, в которых изолированные семядоли 
предварительно подвергались охлаждению или «закалке».

В обычных опытах с изолянтами испытывались температуры от 
10 до 30° С. Было выяснено, что оптимальной температурой для 
семядолей подсолнечника является 20— 25° С, при соответственной 
влажности от 50 до 70%. При температуре немного выше 30—35° С 
и влажности около 100% число новообразований начинает резко 
снижаться.

Степанов В. Н. (1948) приводит следующие минимальные тем
пературы прорастания нормальных семян подсолнечника сорта 
«Саратовский 169». При 1— 2° С семена наклевываются, но затем 
следует массовое заплесневание их. При повышении режима тепла 
до 5—6° С прорастание проходит наиболее дружно. Семена в опы
тах Степанова не были заранее замочены, что, несомненно, уско
рило бы прорастание.

В нашем случае мы имели дело не с целыми семенами, а с 
изолированными семядолями, лишенными зародышей, где вместо 
прорастания происходит целый ряд процессов дифференци- 
ровки, ведущих *к образованию зародыша. Естественно, что при 
этом температура, как один из факторов, входящих в общий ком
плекс условий, определяющих эти процессы, имеет другое зна
чение.

Опыты по репродукции зародышей изолированными семядо
лями подсолнечника после предварительного выдерживания их на 
холоде были поставлены для выяснения двух вопросов: во-первых, 
в целях выяснения самого факта возможности стимулирования 
предварительным охлаждением регенерационных процессов у ра
стительных тканей, во-вторых, в целях выяснения оптимальной 
продолжительности такого влияния на последующий процесс об
разования адвентивных зародышей.
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Процент новообразований после предварительного выдерживания 
изолированных семядолей на холоде

(Опыты проводились в феврале 1953 и в февр. и марте 1954 г.)

Т а б л и ц а  1

Вариант Температура
Продолж. 
воздейств. 

в днях
% новообр.

Место
проведения

опытов

I

Семена предварит. 0— 4° С 3,5 40 В холодн. помещ.
замачив. в тече 4 25
ние 24 ч. 5 53 п

6 30 На открыт.
воздухе.

6 15 В снегу
7 11
9 21

11

Семена предварит. —4 - 8 °С 3 15-23 На открыт.
замачив. в тече воздухе.

ние 24 ч. 4 12-17
6 24

III

Семена предварит. -t-5° С 7 20 В холодн.

замачив. в тече помещении.

ние 24 ч. 11 49 В холодн.
помещ. (В темноте.

11 11 В холодн.
; помещении.

IV |

Семена предварит. —4 — 8:) С 2,5 30 На откр. возд.

замачив. в тече 3 40 В хол. помещ.

ние 48 ч. — 13 — 14» с 7 Только
1 корни

|
8 1

Оказалось, что достаточно 4—6-дневной «зарядки» на холоде 
от 0 до —4° С, чтобы получить довольно высокий процент (30— 
50%) новообразований (таблица I, вар. 1)

Увеличение продолжительности «зарядки» при данной темпе
ратуре уменьшает процент репродукции зародышей. Семи-девя- 
тидневная «зарядка» дает образование только около 20% адвен
тивных зародышей у изолянтов.

Интересно, что воздействие на изолянты более низкой темпе
ратурой (от —4 до —8° С), несмотря на их полное промерзание 
при этом, после осторожного оттаивания и помещения их во влаж
ную камеру с оптимальной положительной температурой, вызы
вает еще более интенсивное заложение адвентивных зародышей 
(до 24%, при шестидневном выдерживании на холоде, см. табл. I, 
вар. II).
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«Зарядку» можно давать также температурой выше 0° С, до 
+5° С (таблица 1, вар. III)

При предварительном воздействии температурой ниже — 10° С 
(в нашем опыте — 13° С и — 14° С) и при более продолжительном 
времени воздействия (7—8 дней) процесс восстановления оста
навливается на образовании корней (таблица 1, вар. IV). При 
этом образующиеся корни обычно имеют эндогенное происхожде
ние, являясь как бы продолжением центрального проводящего 
пучка семядоли, т. е. возникают без участия каллюса. Очевидно, 
более или менее продолжительное воздействие температурой ниже 
— 10° С вызывает тормозящее влияние на последующие процессы 
дифференцировки в каллюсе.

Основной причиной торможения является, очевидно, снижен
ная гидратация клеточных коллоидов, так как главным препят
ствием набуханию коллоидов, необходимых для дальнейшего раз
вития жизненных процессов, считается продолжительное воздей
ствие низкой температурой.

Полученные нами экспериментальные данные, с предваритель
ным воздействием на культуру растительной ткани низкой темпе
ратурой, согласуются в известном смысле с аналогичными явле
ниями, наблюдаемыми у животной ткани, в частности в работе Фи
латова В. П. (1943) с роговицей глаза. Это и побудило нас пред
принять соответствующие опыты с растительной тканью.

Не безинтересно упомянуть работу Григорьевой В. Г (1950) с 
исследованием корней хвоща и морошки, находившихся в течение 
вегетационного периода в промерзшей почве на глубине 70 см и 
все же остававшихся жизнеспособными. Автор приводит данные 
о нахождении в клетках корневых тканей' крахмала и лейкопла
стов и происходящих при этом митозов. Очевидно, в корнях со
вершался обмен веществ и происходил рост. Те же процессы, оче
видно, имеют место и в каллюсе изолированных семядолей, под
вергающихся воздействию низких температур.

В последнее время считается доказанным, что при охлажде
нии семян наблюдается изменение качества ферментов. Напри
мер, под влиянием сурового климата холодных зон качественный 
показатель ферментов растений выше, чем в областях с умеренной 
температурой. Под влиянием холода имеет место активация фер
ментов, названных Благовещенским А. В. (1955) биогенными сти
муляторами, на чем и базируется приспособление к данным не
благоприятным условиям. Механизм действия биогенных стиму
ляторов по Благовещенскому сводится к стимулированию фер
ментных систем растений, к ускорению протекающих в них фи
зиологических процессов.

Весьма вероятно, что те же причины в виде биогенных стимуля
торов и в наших опытах приводили к усилению процессов диф
ференцировки и образования адвентивных зародышей, при пред
варительном воздействии низкими температурами.
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II. Опыты по определению оптимальной влажности при репродук
ции зародышей изолированными семядолями подсолнечника и 

гороха

Эксперименты по определению оптимальной относительной 
влажности были проведены зимой. Изолированные семядоли под
солнечника (тотчас же после операции), посаженные во влажный 
песок в вегетационные сосуды, ставились в вегетационную камеру, 
снабженную психрометром. Вычисление процента влажности, как 
уже было упомянуто в методике, и ее регистрация производились 
три раза в день. Температура поддерживалась постоянной.

Из опытов выяснилось, что при одной и той же температуре 
изолированные семядоли подсолнечника образовали при 50—70% 
влажности до 14% зародышей. Некоторое увеличение образова
ния адвентивных зародышей, наблюдающееся при 70—90'% влаж
ности, практически не имеет значения.

Мы пришли к выводу, что высокий процент влажности не яв
ляется положительным фактором, как это обычно принято счи
тать, однако необходимо, чтобы процент ее при оптимальной тем
пературе превышал 50, что визуально проявляется в виде образо
вания капельножидкой воды на стенках вегетационного сосуда.

Параллельно с опытами на подсолнечнике были поставлены 
также некоторые опыты с горохом, сорта «Масличный». Выясни
лось, что для гороха оптимальной влажностью является 50—70%, 
при более высокой влажности (80—95%) семядоли гороха очень 
легко загнивают.

III. Влияние предварительного замачивания семян на репро
дукцию зародышей изолированными семядолями

Некоторые авторы (Crocker W., 1948, Красносельская-Мак- 
симова Т А., 1929) указывают, что околоплодник и семенная ко
жура играют большую роль при прорастании семян, особенно у 
бобовых и других толстопокровных, так как они (препятствуют 
доступу воды к развивающемуся зародышу. Повреждение же 
покровов вызывает быстрое прорастание.

Другие же авторы не придают большого значения внешним и 
даже внутренним покровам семян, потому что существуют расте
ния (напр. Sorbus aucuparia) , семена которых не прорастают 
после удаления всех покровов без выдерживания в течение опре
деленного времени на холоде.

Влияние предварительного замачивания семян изучала Нико
лаева М. Г (1948) на семенах различных видов Ferula L. Оказа
лось, что на семена Ferula songifera предварительное замачива
ние действует отрицательно, т. к. задерживает начало прораста
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ния. У другого вида — Ferula pyramidata — наоборот, предвари
тельное замачивание вызывает ускорение продастания. По-види
мому, здесь не имеет место какая-то общая закономерность. Во 
всяком случае, дело не только в том, что оболочки семени пре
пятствуют проникновению в зародыш воды.

В наших опытах семена обычно предварительно замачивались 
в продолжении 24 часов, после чего оперировались. Замачивание 
в продолжении 48 часов также не давало отрицательных резуль
татов, но более долгий срок замачивания, в продолжение 3-х или 
4-х суток, приводил к торможению последующих регенерацион
ных процессов у изолянтов.

На наш взгляд, это объясняется тем, что при продолжитель
ном предоперационном замачивании семян происходят значитель
ные биохимические изменения веществ в семядолях. При этом сле
дует иметь в виду не только непосредственные питательные ве
щества, но и вещества гормонального характера, несомненно, име
ющие существенное значение при регенерационных процессах. 
Весьма вероятно, что при продолжительном замачивании семян 
имеет место вымывание гормональных веществ, поступающих в се
мядоли из зародыша.

IV- Восстановление изолированными семядолями корней.

Подопытные изолированные семядоли, посаженные в вегета
ционные сосуды, ставились во влажную камеру при оптимальной 
температуре и влажности, один вариант в темноте, другой на 
свету.

Опыты показали, что корнеобразование у изолированных се
мядолей подсолнечника сорта «Саратовский 169» идет быстрее и 
лучше в темноте, чем на свету. Об этом сообщается в работах 
Смита (Smith L., 1907) и Михайлова О. Ф (1951)

По-видимому, на свету значительная часть запасных веществ в 
семядолях тратится на образование хлорофилла или хлорофилло- 
гена, который затем фото-химически превращается в хлорофилл.

Регенерация корней изолированными семядолями у многих ра
стений происходит легче, чем получение адвентивных стеблевых 
почек, на это обстоятельство указывают целый ряд исследова
телей.

В наших опытах почти стопроцентное образование корней у 
изолянтов наблюдалось через 5— 10 дней после посадки в песок 
во влажной камере, при температуре 20— 25° С и при 50—70% 
влажности.

Мы отмечали, однако, случаи регенерации стеблевых образо
ваний без наличия адвентивных корней или с весьма замедленным 
образованием последних.
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V. Репродукция изолированными семядолями подсолнечника 
зародышей под влиянием углекислого газа

Мы поставили несколько серий опытов для изучения влияния 
углекислого газа на репродукцию зародыша изолированными се
мядолями. Были испытаны следующие концентрации углекислого 
газа: от 1 до 6% и от 10 до 20%. Результаты опытов воздействия 
углекислого газа представлены на рис. 1 и 2.

Из рис. 1 видно, что процент новообразований у изолиро
ванных семядолей прямо пропорционален продолжительности об-

Рис. 1. Процент образования адвентивных зародышей у изолир. семядолей 
подсолнечника, в зависимости от продолжительности обработки их углекис

лым газом концентрации от 1 до 6%.

работки их углекислым газом. Наивысший процент новообразова
ний в наших опытах равен 53.

Если брать более высокую концентрацию газа (10—20%), то 
для получения положительных результатов продолжительность 
воздействия нужно сократить. Опытные данные показывают, что 
очень продолжительное воздействие (40—80 ч.) высокой концен
трацией С 0 2 не увеличивает количества новообразований, оно 
остается приблизительно тем же, как и при пятичасовом воздей
ствии (рис. 2). Тормозящего регенерационные процессы действия 
углекислого газа не наблюдалось.

Мы пришли к выводу, что углекислый газ, как один из ком
понентов внешней среды, оказывает несомненное стимулирующее 
влияние на процессы восстановления и возобновления в раститель
ных тканях. Воздействие углекислым газом 4—6% концентрации 
в течение суток, или в продолжении нескольких часов более вы
сокой концентрации, вызывает у изолянтов наибольшее усиление
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регенерационных процессов вообще и репродукции целых адвен
тивных зародышей, в частности.

Это обстоятельство в известной мере согласуется и с общим фи-

Рис. 2. Процент образования адвентивных зародышей у изолир. семя
долей подсолнечника в зависимости от продолжительности обработки 

их углекислым газом концентрации от 10 до 20%.

зиологическим влиянием СОг на растение. По данным Кали
нина Ф. JI. (1951), содержание углекислого газа ниже 0,03% тор
мозит, а содержание его от 1 до 10% стимулирует рост растения.

VI. Репродукция зародышей изолированными семядолями
подсолнечника под воздействием паров концентрированной

серной кислоты

В целях изучения влияния на процессы восстановления и возоб- 
„ новления в растительной ткани ненормальных условий внешней 

среды, нами были предприняты опыты с воздействием на изолянты 
паров концентрированной серной кислоты. Вопреки ожиданиям, 
воздействие таким необычным фактором привело к весьма поло
жительным результатам. Как видно из таблицы 2, при определен
ных условиях число адвентивных зародышей в изолянтах дости
гает 70%.

В опытах по воздействию паров концентрированной серной 
кислоты на культивируемые семядоли, последние помещались в 
чашки Петри с влажным песком и устанавливались в эксикаторы, 
на дне которых ставился маленький сосуд с концентрированной 
серной кислотой.

Полученные нами результаты этих опытов представляют не
сомненный интерес и, как нам кажется, при дальнейшем анализе
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их, будут способствовать разрешению некоторых вопросов о при
чинах и побудителях регенерационных процессов у растений. 
Можно предполагать, что в опытах с воздействием на изолянты 
паров серной кислоты имело место весьма сильное нарушение 
нормальных физиологических отправлений исследуемой ткани ра-

Т а б л и ц а  2

Репродукция зародышей изолированными семядолями под воздействием паров 
концентрированной серной кислоты

Число
подопытн.
экземпл.

Число часов 
замачив. 

семян

Воздейств. 
паров кис

лоты в часах

Процент
новообра
зований

20 24 18 70

20 48 16 25

20 24 46 30

10 24 48 40

25 24 0,5 40

25 24 1 36

стения. Весьма вероятно и наличие разрушения и смерти целых 
групп клеток на месте среза. Все это, по мнению некоторых иссле
дователей, вызывает образование веществ гормонального харак
тера, в свою очередь способствующих регенерационным процес
сам. Мы, однако, воздерживаемся от каких-либо окончательных 
выводов в этом отношении.

Выводы

1. Культивирование изолированной от зародыша семядоли в 
специальных условиях вызывает образование каллюсной ткани и 
последующую дифференцировку в ней адвентивных органов и це
лого организма растения.

2. Оптимальной температурой для адвентивных образований в 
культуре семядольного каллюса исходного сорта подсолнечника 

является 20—25° С.
3. Оптимальной температурой для предварительного стиму

лирующего воздействия холодом является температура от +5° до 
—5° С.

4. Оптимальная влажность лежит в пределах от 50—70%.
5. Фактор света, оказывающий стимулирующее влияние на об

разование адвентивной стеблевой почки, вызывает угнетающее
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действие при формировании адвентивных корней. Оптимальным 
условием в этом отношении является темнота.

6. Воздействие на культуру каллюса углекислого газа пока
зало стимулирующее влияние последнего на процесс дифферен- 
цировки адвентивных органов. Лучшие результаты стимулирую
щего влияния углекислого газа имеют место при концентрации его 
от 4 до 6%, при продолжительности воздействия в течение су
ток — или при концентрации от 10 до 20% в течение нескольких 
часов.

7 Некоторые необычные реагенты, как например, в нашем 
случае — пары концентрированной серной кислоты, вызывают ряд 
нарушений структурного и физиологического характера, приводя
щих к стимулированию регенерационных процессов.
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UUDIKMOODUSTISTE SAAMINE ISOLEERITUD IDU- 

LEHTEDE KALLUSEST

Biol. tead. kand. E. Piiper

Geneetika ja darvinismi kateeder

Resümee

Töö ülesandeks oli välja selgitada mõningaid välistingimusi, 
mis võiksid hõlbustada uudikmoodustiste kultiveerimist päevalille 
isoleeritud idulehtede kallusest. Lähtematerjaliks kasutati päeva
lille (Helianthus annuus L.) sordi „Saratovski 169” ja ka mõnin
gates katsetes herne (Pisum sativum L.) sordi „Maslitšnõi” seem
neid. Katsed teostati laboratoorsetes tingimustes. Optimaalse tem
peratuuri määramiseks teostati kahesuguseid katseid: isoleeritud 
idulehtedega 10— 30° С temperatuuris ja eelkülmutuse teel „virgu
tatud” isolantidega + 5— 14° С temperatuuris kas külmades 
ruumides või looduslikes tingimustes: vabas õhus või lume
hanges. Pärast seda asetati katsenõud isolantidega vegetatsiooni- 
kambrisse. Stimulaatoreist kasutati süsihappegaasi ja väävelhappe 
aurusid.

Ülalmainitud katsete põhjal on võimalik teha järgmisi järeldusi:

1. Lootest isoleeritud idulehe kultiveerimisel erilistes tingimus
tes tekib kalluskude, sellest diferentseeruvad adventiivsed organid 
ja lõpuks kogu taimorganism tervikuna — uudikmoodustis.

2. Optimaalseks temperatuuriks adventiivsete moodustiste tek
kel päevalille lähtesordi idulehe kalluse kultuurist on 20—25° C.

3. Optimaalseiks eelkülmutustemperatuuri piirideks uudikmoo
dustiste saamiseks on -j-5° kuni — 5° C.

4. Optimaalseiks õhuniiskuse piirideks uudikmoodustiste saami
seks on 50—70%.

5. Valgus, avaldades stimuleerivat mõju adventiivse varre- 
punga tekkele, pidurdab adventiivse juure arengut. Optimaalseks 
tingimuseks viimase tekkeks on pimedus.

6. Mõjustades kalluse kultuuri süsihappegaasiga selgus, et see 
avaldab stimuleerivat mõju adventiivsete organite diferentseerumi
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sel. Parimaid resultaate saadi stimuleerimisel süsihappegaasiga 
4—6% kontsentratsioonis 24 tunni vältel või 10—20% kontsent
ratsioonis mõne tunni vältel.

7- Mõned ebatavalistest reagentidest, nagu näiteks antud juhul 
küllastatud väävelhappe aurud, kutsuvad esile nii struktuurseid kui 
ka füsioloogilisi häireid ja mõjuvad stimuleerivalt regeneratsiooni- 
protsessidele.



МЕТОД КУЛЬТУРЫ ТКАНЕЙ И ПОЛУЧЕНИЕ НОВЫХ 

ФОРМ РАСТЕНИЙ

Доц., канд. биол. наук О. Михайлов

Кафедра генетики и дарвинизма

В настоящее время метод культуры тканей приобретает все 
большую и большую популярность среди биологов самых различ
ных специальностей и профилей. Не являясь новинкой, этот ме
тод, однако, находится в большой зависимости от состояния ла
бораторной техники, чем и объясняется его сравнительно медлен
ное распространение. Вместе с тем, этот метод раскрывает весьма 
большие и заманчивые возможности для выяснения целого ряда 
вопросов как в онтогенетическом, так и филогенетическом плане. 
Способствуя разрешению таких проблем, как- регенерация, транс
плантация и тератология, метод культуры тканей позволяет вплот
ную подойти к самым интимным процессам морфогенеза органов, 
выяснение которых, в свою очередь, способствует устранению про
белов в области эволюционной морфологии.

Биологическая специфика растительных организмов обусло
вила значительно более позднее применение этого метода к ним, 
чем у животных. Если культивирование изолированных тканей и 
органов животных производилось уже во второй половине XIX 
столетия, то систематическое изучение культуры растительной 
ткани фактически началось только в 30-х годах XX века. Следует 
отметить, однако, что сам термин «культура тканей» носит соби
рательный характер, т. к. объединяет собой не только культиви
рование отдельной ткани или группы однородных клеток, но и 
культивирование частей или целых органов и даже целых систем 
последних, изолированных от организма. Наибольшую сложность 
представляет культивирование обособленной ткани, что объяс
няется следующими причинами. В отличие от животных клеток,, 
растительные клетки обычно питаются путем диффузии питатель
ных веществ из соседних клеток. Это обстоятельство весьма за
трудняет правильный качественный подбор питательной среды для 
культуры. Кроме того, наличие в растительных клетках плотной 
оболочки затрудняет поступление в них питательных веществ из 
искусственно созданной среды. Наконец, ко всему этому присово-
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купляются еще и особенности ростовых процессов у растений, об
условленные наличием зон или точек роста, что не имеет места 
в животных тканях. Все это и послужило препятствием для ши
рокого распространения и применения этого ценного метода при 
изучении растительных организмов.

Значительно проще осуществляется культивирование целого 
органа или его части, что не снижает, однако, ценности получае
мых результатов. И в этом случае, в результате образования на 
изолированном органе гомогенного каллюса, возникает возмож
ность, при определенных условиях, его дифференцировки и обра
зования новых тканей, проводящей системы, адвентивных органов 
и даже целого зародыша.

Однако метод культуры тканей, при всех его положительных 
качествах и широких возможностях, требует весьма осторожной 
оценки получаемых результатов и правильного методологического 
подхода.

Большинство зарубежных исследователей, применяя метод 
культуры тканей для изучения формообразовательных или физио
логических процессов в отдельных органах, тканях и клетках, не 
всегда учитывает целостность организма, единство последнего с 
условиями существования и исторически сложившиеся приспосо
бительные особенности любой части организма, начиная от це
лого органа и кончая клеткой. В большинстве случаев изолиро
ванный орган или ткань изучаются вне всякой зависимости от 
остальных частей организма, в отрыве от него, как простой меха
нический компонент целого. Примером таких исследований могут 
служить работы Пирсэлл и Пристли (Pearsall W Н. and Priest- 
ley J. H. 1923), Пристли (Priestley J. H. 1928, 1930), которые сво
дят, в частности, причины образования йз камбия радиально сим
метричных органов растений к действию радиального градиента 
концентрации водородных ионов. К этой же категории относятся 
работы Лунда (Lund Е. I. 1931). Розина и Лунда (Rosene Н. F 
and Lund Е. I. 1935) и, наконец, работы, одного из крупнейших 
специалистов в области культуры растительной ткани, Уайта 
(White F R. 1939, 1949). Последний связывает образование стеб
лей и листьев в недифференцированной культуре каллюса С нали
чием кислородного градиента. Можно привести довольно большой 
список авторов, исследования которых подобны вышеуказанным. 
Подавляющее большинство из них, исходя из неверных теорети
ческих представлений о развитии растительных организмов, пы
таются изучать дифференцировку органов и тканей с позиций ме
ханицизма и, в конце концов, приходят к идеализму. Последнее 
обстоятельство хорошо иллюстрируется на примере работ Уайта. 
В его книге «Культура растительных тканей» (Уайт Ф. Р., 1949) 
много внимания уделяется вопросам изучения морфогенеза орга
нов и дифференцировки клеток с позиций механистической теории 
градиентов концентраций различных веществ и полумеханистиче- 
ской-полуидеалистической гормональной теории, в одинаковой
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мере приводящих к вейсманистской трактовке процесса формо
образования, определяемого «внутренними» причинами. При этом 
совершенно не принимается во внимание самое главное, а именно 
условия развития организма и его органов в процессе их истори
ческого обособления.

История науки показывает, что впервые форму и строение от
дельных органов растения, в тесной связи со свойствами живой 
материи и изменениями условий ее существования, позволила 
рассмотреть эволюционная теория Ч. Дарвина. Такого рода под
ход к изучению организма, и, в частности, растения, оказался воз
можным потому, что фактически теория Ч. Дарвина исходила из 
материалистического принципа — единства организма с теми эле
ментами среды обитания, которые составляют условия его суще
ствования. И хотя сам Ч. Дарвин не приводил подобных формули
ровок, из сущности его теории следует, что организм не может 
существовать вне условий внешней среды, к которым приспособ
лена вся система его органов и продуктом которых последние, 
фактически, и являются.

Однако теория Ч. Дарвина, как известно, обладала рядом су
щественных недостатков, к числу которых, прежде всего, относится 
ее созерцательный, констатирующий характер. Учение Ч. Дар
вина, объясняя некоторые важнейшие законы и закономерности 
живой природы, еще не являлось оружием для сознательной пе
ределки последней. Тем не менее, именно учение Ч. Дарвина, за
вершив собой т. н. «классический» этап в развитии биологической 
мысли, послужило мощным толчком для поисков способов и пу
тей сознательного управления закономерностями органического 
мира. Последарвиновский период характеризуется бурным разви
тием экспериментальных исследований, в частности, в области 
морфологии и морфогенеза растений. Особенно сильное развитие 
это направление получило в России. В России же возник и новый 
термин — «экспериментальная морфология», который принадле
жит Тимирязеву. Ему же принадлежат и знаменательные слова 
■о том, что «форма несомненно начинает признавать над собой 
нашу власть и подчиняться нашим экспериментальным методам. 
Рядом с физиологией процессов уже начинается физиология форм; 
рядом с экспериментальной физиологией возникает эксперимен
тальная морфология». Однако дальше Тимирязев (1890) продол
жает несколько пессимистически: «Это новое течение науки едва 
пробивается одинокими струйками и сольется в широкий поток, 
вероятно, только за порогом века».

Прогрессивные материалистические идеи в области морфоло
гии растительных организмов высказывались еще и до Тимиря
зева, например, основателем русской морфологии растений, учи
телем Тимирязева, Бекетовым А. Н. (1862) и рядом других круп
ных исследователей. Однако до Тимирязева работы по экспери
ментальной морфологии носили еще эпизодический характер и не 
представляли собой самостоятельного направления.
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Новым, качественно высшим этапом развития морфологии и 
морфогенеза растений оказался мичуринский период развития 
биологии. Этот период характеризуется не простым продолже
нием дарвиновских традиций, а творческим развитием их. В от
личие от прошлых этапов развития биологических знаний, мичу
ринская биология сознательно основывается на принципах диа
лектического материализма и активно использует объективные за
коны и закономерности развития органической материи, в целях 
преобразования и улучшения природы организмов, в целях созда
ния новых форм. Порожденное самим ходом развития нашей стра
ны, запросами социалистического сельского хозяйства, мичурин
ское учение базируется и на новых методах исследования.

Творчески развивая теорию Ч. Дарвина, И. В. Мичурин и его 
последователи создали материалистическое учение о закономер
ностях строения и процессах формообразования у растений в их 
онтогенетическом и филогенетическом развитии. Это учение, ис
ходя из своего основного принципа материалистического разви
тия — единства организма с условиями его существования, рас
сматривает различные части и органы растения в тесной связи и 
взаимозависимости друг с другом и со всем организмом в целом, 
с обязательным учетом всех его основных, исторически сложив
шихся, приспособительных свойств.

Раскрытие закономерностей строения и процессов формообра
зования у растений, а также изучение причин, определяющих раз
мер, форму, структурные особенности и сам процесс развития ча
стей и органов, тесным образом связаны со стадийными измене
ниями организма. Однако вследствие того, что условия, необхо
димые для прохождения растением определенных стадий разви
тия, и условия, необходимые для образования и развития органов, 
не всегда совпадают, один и тот же фактор внешней среды, или 
их комплекс, может оказывать различное влияние на процесс ор
ганогенеза. Побудители и характер протекания органогенеза, та
ким образом, могут меняться в зависимости от того, на какой ста
дии развития находится растение. С другой стороны, вследствие 
наличия объективного закона взаимной обусловленности формы и 
функции, наиболее благоприятные для роста и развития внешние 
условия обычно совпадают с теми условиями, которые обеспечи
вают функциональную деятельность органа. Отсюда следует, что 
условия, благоприятствующие выполнению его функции, могут 
быть благоприятными и для его морфогенеза.

Так как растительный организм представляет собой единое 
биологическое целое и функции его отдельных частей или орга
нов находятся в тесной связи и взаимозависимости друг с другом, 
то такая же взаимная связь или корреляция имеет место и между 
развивающимися органами. Иными словами, заложение и разви
тие одних органов растения зависит от функциональной деятель
ности и развития других его органов и частей.

Рост и развитие органов и связанная с этим ранняя диффе-
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ренцировка проводящих путей требуют постоянного притока опре
деленных пластических веществ, минеральных солей и воды. На
личие этого комплекса, в известном смысле, обусловливает про
цесс органогенеза. Зная закономерности распределения в орга
низме питательных веществ, условия питания развивающегося ор
гана, можно, по сути дела, управлять развитием, а еще раньше — 
процессом его заложения. Однако при этом следует учитывать, 
что органогенез у растений зависит также от соотношения темпов 
роста каждого органа в разных направлениях и что влияние внеш
них условий на образование органов осуществляется через посред
ство изменения соотношения темпов роста и темпов стадийного 
развития.

Все вышеизложенное в значительной степени определяет воз
можности, которыми обладает метод культуры тканей, при исполь
зовании последнего в целях выяснения закономерностей морфо
генеза органов растения. Естественно, что .изучение морфофизио
логических процессов в изолированной от организма ткани, органе 
или даже системе органов не представляет собой универсального 
средства для выяснения основных проблем онто- и филогенетики. 
Тем не менее, многие вопросы, относящиеся к этой области, могут 
быть поставлены и решены этим методом, при условии правиль
ного методологического подхода. Возможности метода культуры 
ткани, однако, могут быть весьма расширены, если этот метод ис
пользуется как способ получения адвентивных зародышей, про
цесс заложения которых и последующее развитие представляют 
собой интерес и значение, не вызывающие сомнения.

Задача выяснения закономерностей формообразовательного 
процёсса и управления последним решается современной мате
риалистической биологией различными путями. Однако все они 
основываются на общих теоретических положениях мичуринского 
учения и прежде всего на его основном принципе, рассматриваю
щем организм в диалектическом единстве с условиями его жизни.

Известно, что организм обладает избирательным отношением 
к условиям внешней среды. Эта способность организма вступать 
в определенные взаимоотношения лишь с теми элементами среды, 
которые больше всего соответствуют его природе, объясняется 
тем, что у каждого вида организма в процессе филогенеза выра
ботался совершенно определенный тип обмена веществ и, следо
вательно, определенный тип наследственной основы. Онтогенез 
потомства, протекающий в более или менее сходных с родитель
скими организмами условиях, способствует все большему закреп
лению из поколения в поколение типа ассимиляции-диссимиляции, 
типа наследственности или природы данного вида живых существ. 
Вырабатывающийся таким образом известный консерватизм на
следственности, наряду со свойством изменчивости, является од
ной из характерных особенностей живого тела.

Мичуринским учением установлено, что для направленного из
менения природы растительного организма, следовательно, и для
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направленного изменения формы, структуры, функции необходимо 
изменить тип обмена веществ. Иными словами, необходимо изме
нить характер взаимоотношений организма с внешней средой. Од
нако, вследствие того, что организмы обладают иной раз весьма 
значительным консерватизмом наследственности, установлению 
нового типа ассимиляции-диссимиляции должна предшествовать 
ликвидация старой наследственности либо ослабление ее консер
ватизма.

Ослабление консерватизма наследственности, расшатывание 
наследственной основы организма делает его значительно более 
пластичным, податливым к последующим воздействиям условиями 
воспитания.

Расшатывание старой наследственности осуществляется раз
личными способами. Из них важнейшими являются: воздействия в 
определенные моменты развития условиями внешней среды и по
ловая или вегетативная гибридизация. Оба эти метода хорошо из
вестны и достаточно широко используются. Однако существует 
еще один способ, на наш взгляд, заслуживающий особого внима
ния, а именно получение адвентивных зародышей в культуре ткани 
или изолированного органа растения.

Как показали наши исследования (Михайлов О. Ф. 1951, 1952), 
метод культуры ткани, в данном случае, раскрывает еще одну ин
тересную и важную возможность. Помимо удобства изучения ор
ганогенеза у адвентивных зародышей, последние, вследствие фи
логенетически необычного способа образования оказываются но
сителями расшатанной наследственной основы и потому являются 
весьма пластичными при последующем воздействии условиями 
воспитания. Выращенные из адвентивных зародышей растения-но- 
вообразования оказываются, таким образом, весьма удобным объ
ектом для самых разнообразных исследований в онтогенетическом 
и филогенетическом плане.

Вследствие вышеизложенных особенностей питания и других 
биологических свойств растительной ткани, культивирование по
следней в изолированном виде вызывает ряд технических затруд
нений, особенно, при подборе питательных сред. Учитывая это 
обстоятельство, мы использовали в качестве изолянтов, при куль
тивировании которых происходит образование адвентивных заро
дышей, органы, обладающие большим запасом естественных пи
тательных веществ. Такими органами являются прежде всего се
мядоли семян, не сохраняющих при созревании эндосперм.

Как известно, семена целого ряда высших растений в про
цессе своего созревания не сохраняют эндосперм. Вместо эндо
сперма, представляющего собой образование богатое «особого 
рода» питательными веществами, у семян некоторых растений, на
пример бобовых и сложноцветных, накопление этих веществ 
происходит в семядолях.

Как было показано Презентом И. И. (1948) и Модилев- 
ским Я. С. (1950) на эндосперме и Михайловым О. Ф. (1952) на
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семядолях безэндосперменных семян, питательные вещества, со
средоточенные в этих органах, выполняют особую биологическую 
функцию своего рода ментора на первых порах развития молодого 
растения.

Биологическая специфика семядолей и, следовательно, пита
тельных веществ, сосредоточенных в них, заключается, на наш 
взгляд, в том, что:

Во-первых, они представляют собой комплекс таких веществ, 
которые обособились в процессе всей истории данного вида 
(сорта).

Во-вторых, эти вещества, используемые развивающимся ра
стением в начальных этапах онтогенеза, обусловливают развитие 
видовых* (сортовых) признаков организма.

В-третьих, эти вещества в процессе их использования зароды
шем не остаются неизменными. Будучи сосредоточены в живых 
клетках, они находятся в состоянии беспрерывных изменений и 
превращений в результате жизнедеятельности этих клеток, в свою 
очередь связанной самым тесным образом с жизненными отправ
лениями и ходом развития зародыша. Последнее обстоятельство, 
повидимому, способствует тому, что молодое растение в началь
ный момент его развития, вместе со свойством устойчивости про
тив неблагоприятных воздействий внешней среды, обладает изве
стной лабильностью.

Наряду со всеми этими особенностями семядолей безэндо
сперменных семян, оказалось, что клетки их обладают большими 
потенциальными возможностями. На изолированной от зародыша 
семядоле, при воспитании ее в соответствующих условиях как 
культуры ткани, на месте среза происходит образование гомоген
ной каллюсной ткани, способной к последующей дифференцировке 
и образованию отдельных органов или целого адвентивного за
родыша.

Изучение процесса образования первичных каллюсных клеток 
на срезах изолированных семядолей, проводимое в нашей лабора
тории JI. М. Поска-Тейсс и Э. О. Пийпер (работы готовятся к опу
бликованию), пока еще не позволяет сделать какой-либо оконча
тельный Вывод о его механизме. Однако картина этого процесса, 
несомненно, становится более ясной. На наших объектах образо
вание первичного каллюса происходит не только на месте пора
нения, но и в тесной зависимости от тех явлений, которые наблю
даются после разрушения на этом месте клеток.

В нашей более ранней работе (Михайлов О. Ф. 1952) мы пред
полагали, что наличие у адвентивных зародышей и выращивае
мых из них растений-новообразований расшатанной наследствен
ности, неустойчивости типа обмена веществ, является в известной 
мере следствием новообразования первичных клеток каллюса. В 
настоящее время мы склонны предполагать иное происхождение 
этого свойства, продолжающего, однако, оставаться в тесной 
связи с протоплазматическим веществом разрушенных клеток;
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Анализ образования первичного каллюса показывает, что этот 
процесс, обусловливаемый целым комплексом обстоятельств, на
ходится в большой зависимости от наблюдающейся после пора
нения дегенерации клеток и клеточных элементов. Иными сло
вами, в данном случае продукты разрушения клеток, наряду с 
другими факторами, выступают не только в качестве побудителей 
процессов деления неповрежденных клеток меристематических 
очагов в семядоле, но и обусловливают последующие регенера
ционные явления и связанные с ними процессы дифференцировки.

Даже поверхностный гистологический анализ места поране
ния (среза) у семядоли показывает, что образующаяся перво
начально на срезе макроскопически видимая пленка не представ
ляет собой только продукт разрушенных клеток, а включает в 
себя иной раз несколько слоев не поврежденных, но дегенериро- 
ванных клеток. Мы склонны предположить, что при этом имеет 
место явление не только дегенерации, но и дезинтеграции, подобно 
тому, как это отмечается Навашиным М. С., Герасимовой-Нава- 
шиной Е. Н. и Яковлевым М. С. (1952) при формировании вос
производящих элементов растений. Согласно весьма убедитель
ным показаниям этих авторов, процессы, происходящие в тканях, 
в которых имеет место формирование зародышевого мешка и 
пыльцевых зерен, связаны с разрушением их окружения и с по
глощением ими протоплазматического вещества, образовавше
гося при этом разрушении. Мы совершенно согласны при этом с 
мнением этих авторов, что в подобных случаях имеет место не 
простое «потребление» клетками продуктов распада, а нечто на
поминающее взаимоассимиляцию, происходящую при оплодотво
рении. Такая концепция нам кажется применимой и к нашим слу
чаям и является более правдоподобной, чем те объяснения, кото
рые дает процессам регенерации теория некрогормонов Габер- 
ландта.

Наблюдения, сделанные нашими сотрудниками JI. М. Поска- 
Тейсс и Э. О. Пийпер, показывают, что последующий процесс об
разования качественно отличных клеток каллюса, по-видимому, 
всегда начинается с митотического деления как клеток меристе
матических очагов и тяжей, находящихся в той или иной стадии 
дифференциации в паренхиме семядолей, так и клеток, находя
щихся в непосредственном соседстве с ними. При этом имеют ме
сто отдельные случаи несколько необычных форм деления, при
ближающихся к тем, которые получили название «рубцевания», 
которые несколько позже увеличиваются в числе и становятся пре
обладающими.

В последнее время некоторыми авторами, например Завад
ским К. М. (1951, 1953), Глущенко И. Е., Элленгорн Я. Е., Афа
насьевой А. С., Жиронкиным И. М. (1953) и др., отмечаются слу
чаи «дробления» клетки, рассматриваемые как чуть ли не един
ственно возможная форма образования адвентивного зародыша.

Не вдаваясь в полемику по поводу справедливости последнего
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утверждения, мы не отрицаем, однако, возможность и такой 
формы заложения зародыша в каллюсе, подтверждением чему яв
ляются, например, аналогичные примеры в ряде случаев апомик- 
сиса, в частности, образование апогамных и нуцеллярных зароды
шей, как следствие несопровождающегося половым процессом 
дробления синергид, антипод или отдельных клеток нуцеллуса. 

По мнению автора настоящей статьи, заложение зародыша- 
новообразования, по-видимому, происходит следующим образом.

После образования первичного каллюса, представляющего со
бой однородное образование, состоящее из более или менее хао
тически расположенных клеток паренхимного типа, уже через не

сколько дней начинается его диф
ференциация. Процесс дифферен- 
цировки первичного каллюса вы
ражается в расчленении ткани 
каллюса на паренхиматические и 
меристематические элементы. По 
своему внешнему виду каллюс- 
ная меристема ничем не отли
чается от васкулярной меристемы 
в мякоти семядолей. Образую
щиеся в каллюсе очаги меристе
мы обыкновенно обособляются в 
более глубоких слоях последнего, 
однако, отмечены случаи и очень 
близкого заложения их к поверх
ности. Впоследствии между от
дельными меристематическими 
очагами каллюса наблюдается 
образование перемычек, соеди
няющихся с меристематическими 
тяжами тела семядоли. Одновре
менно с этим идет процесс даль
нейшей дифференцировки мери- 
стематических тяжей каллюса, 
ведущей к образованию сосуди
стой системы. Приблизительно на
8— 10 день от начала культиви

рования изолированной семядоли, в каллюсе на вершинах мери- 
стематических тяжей, уже имеющих клубки трахеид, можно обна
ружить зачатки корней, которые затем очень быстро растут, про
рывают ткань каллюса и появляются на его поверхности. Обычно 
несколько позже после начала заложения корней начинается обра
зование стеблевой точки роста.

Процесс новообразования в каллюсе изолированной семядоли, 
однако, весьма часто останавливается на образовании только кор
ней или, в редких случаях, только стеблевой почки. Иногда имеет

Рис. 1. Сферически правильные 
шарообразные выросты в каллю
се изолированной семядоли го

роха.
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место возникновение в каллюсе отдельных листоподобных образо
ваний, или, пока еще не понятных, нескольких правильных шаро
образных выростов, соединяющихся с основной массой каллюса 
т(}ненькой ножкой (рис. 1).

Изучение вышеизложенных процессов заложения и развития 
адвентивных образований, органов и целых зародышей, при усло
вии учета ранее упомянутых обстоятельств, на наш взгляд, пред
ставляет собой большой интерес и оправдывает применение ме-

Рис. 2. Часто встречающийся у растений-новообразований подсолнечника слу
чай тройного срастания корзинок.

тода культуры ткани в разрешении ряда вопросов органогенеза 

растений.
Вопросы детерминации размера, формы, строения, развития и 

функции как отдельных частей, так и всего организма в целом 
имеют прямое отношение к проблеме получения новых форм ра
стений. Вместе с тем, все эти вопросы могут найти ту или иную 
степень своего разрешения при использовании метода культуры 
тканей и органов. Особый интерес в этом плане представляют по
лучаемые с помощью этого метода растения-новообразования.

Не останавливаясь на подробном описании разнообразных 
морфофизиологических и биологических отклонений, имеющих 
место у растений адвентивного происхождения, т. к. об этом мы
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уже писали в других работах, отметим следующее. Благодаря 
сильно выраженной пластичности этих растений, являющейся 
следствием расшатанности наследственности и проявляющейся 
особенно резко в начальных фазах развития, имеют место два 
вида морфофизиологических и биологических отклонений по срав-

Рис. 3. Случай образования большого числа мелких 
корзинок, сосредоточенных в одном общем пучке на 

вершине стебля.

нению с обычными растениями, выращенными из целых семян. 
Это, во-первых, всякого рода случаи тератологического характера
и, во-вторых, случаи ослабления или усиления ранее существовав
ших у родительских форм признаков и свойств. Оба эти типа от
клонений от исходных форм в ряде проверенных случаев имеют 
наследственный характер. Не вдаваясь в подробный анализ при
роды описываемых явлений, приведем некоторые примеры, огра
ничиваясь в данной статье только одним объектом исследования, 
а именно растениями-новообразованиями подсолнечника. Как и 
следовало ожидать, наиболее сильные отклонения от Нормы у ра
стений-новообразований проявились в области генеративных орга
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нов. Нами отмечено весьма большое количество случаев патоло
гических и непатологических изменений органов воспроизведения.

Сравнительно часто у растений-новообразований, особенно ну
левого поколения, среди трубчатых цветков в центральной части 
корзинки имеет место образование краевых язычковых цветков

Рис. 4. Развитие корзинки в виде не имеющего опреде
ленной структуры и формы образования.

или, наоборот, полное или частичное отсутствие последних на пе
риферии.

Часто цветочные корзинки представляют собой систему из 
сросшихся вместе двух или трех, но не больше, соцветий (рис. 2). 
В некоторых случаях наблюдалось образование большого числа 
корзинок соцветий, собранных в один общий пучек на верхушке 
стебля (рис. 3).

За исключением последнего факта, описанные отклонения
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встречаются иногда и у нормальных растений подсолнечника, на
пример по данным Кренке Н. П. (1950), однако, в наших усло
виях за четыре вегетационных сезона мы этого не наблюдали.

Все эти случаи, несомненно, являются показателями формо
образовательного процесса и представляют собой одну из возмож
ностей выяснения вопроса об образовании соцветия данного типа.

Большой интерес, на наш взгляд, представляют такие терато-

Рис. 5. Случай образования корзинки, у которой вместо труб
чатых цветков образовался комплекс листоподобных выростов.

логические образования цветочных корзинок, у которых вообще 
отсутствуют как трубчатые, так и язычковые цветки. В этих слу
чаях корзинка развивается в виде не имеющего определенной 
структуры и формы образования (рис. 4), или, сохраняя более 
или менее обычную внешнюю форму, представляет собой какой-то 
комплекс листоподобных выростов, напоминающих в целом явле
ние своеобразной пролификации (рис. 5).

Большой интерес, в том числе и практический, представляют 
собой анатомические и, в связи с этим, морфологические особен
ности корзинки подсолнечника, т. к. они определяют в конечном 
счете возможности продуктивности и урожая. Проведенные в этом 
плане исследования Морозова В. К. (1953) показывают, что 
цветки периферической части корзинки снабжаются водой и пи
тательными веществами гораздо лучше цветков срединной зоны. 
Это обусловливается анатомическими особенностями корзинки и
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в первую очередь расположением сосудисто-проводящей системы.
В наших опытах с растениями-новообразованиями подсолнеч

ника мы получали корзинки самой разнообразной формы, в том 
числе и такие, которые в наибольшей степени обеспечивают рав
номерное распределение питательных веществ и влаги (рис. 6).

Рис. 6. Форма корзинки, которая по своему анатомиче
скому строению наилучшим образом обеспечивает водо

снабжение семянок.

К числу патологических отклонений мы относим наблюдав
шееся нами в ряде случаев явление альбинизма семянок, коррели-  ̂
рующееся в известном смысле с некоторыми другими признаками 
и свойствами у новообразований подсолнечника (рис. 7).

Наряду с некоторыми патологическими отклонениями в разви
тии семянок следует важное в практическом отношении явление
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Рис. 7. Случай альбинизма семянок у подсолнечника-новообразования;

Рис. 8. Пример мощного развития корзинки и семянок у растения — ново
образования подсолнечника.



своеобразного «гетерозиса», имеющего место у новообразований 
подсолнечника первого семенного поколения и заметно не сни
жающегося в наших опытах до четвертого поколения включи
тельно. Корзинки ряда полученных нами форм растений отлича
лись весьма большим диаметром, обладали крупными полноцен
ными семянками, хорошо созревающими, к тому же, в условиях 
нашего климата (рис. 8).

Свойство «гетерозиса» у некоторых форм семенного поколения

Рис. 9. Форма новообразования подсолнечника с особо мощным развитием 
вегетативных органов и слабым развитием генеративных.

растений-новообразований проявляется и на ряде других призна
ков, например, мощности развития вегетативной массы, высоте 
растения, скороспелости и т. п. У отдельных полученных нами 
форм имело место необычайно мощное развитие вегетативных 
органов, главным образом листьев, что опять-таки представляет и 
практический интерес, т. к. такие растения могут использоваться 
в качестве исходного материала для селекции силосных форм.

В наших опытах с растениями-новообразованиями подсолнеч
ника мы неоднократно отмечали, что усиление развития одного 
признака или свойства обычно вызывает усиленное развитие дру
гих, например, мощное развитие вегетативных органов сопровож
далось соответственным развитием генеративных частей. Однако
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следует отметить, что это обстоятельство не всегда имеет место. 
Были случаи совершенно необычного по мощности развития ве
гетативной массы, где число листьев и их величина резко отли
чались от контроля (рис. 9), тем не менее такие растения обра
зовывали одну или несколько сравнительно маленьких корзинок.

Рис. 10. Форма новообразования подсолнечника со 
слабо развитой вегетативной частью и сильной разви

той корзинкой.

Наоборот, встречались и такие формы, у которых при карликовом 
росте и относительно слабо развитой листовой системе развива
лись весьма большие корзинки с крупными хорошо выполнен
ными семянками (рис. 10).

Весьма интересном с точки зрения морфофизиологических от
клонений от нормы является наблюдающееся иногда в нулевом 
поколении растений-новообразований нарушение геотропического
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эффекта. Степень проявления этого тератизма весьма различна. 
Обычно нарушение геотропического эффекта наблюдалось только 
на первых этапах онтогенеза и носило временный характер, од
нако, в одном случае это явление имело место до конца жизнен
ного цикла растения (рис. 11).

Из приведенных примеров следует, что одно из положений ми
чуринской биологии о противоречивости живого тела как основы

Рис. 11. Случай резкого изменения геотропического эффекта у 
растения-новообразования подсолнечника.

увеличения жизненности организма приложимо и к растениям-но
вообразованиям.

У этих растений такое противоречие создается благодаря не
обычному способу заложения и развития адвентивного зародыша 
и проявляется в последующем половом процессе семенного по
томства. При этом не наблюдается резкого снижения жизненности 
в последующих поколениях. Все это, таким образом, представ
ляется важным не только с теоретической, но и с практической 
стороны.

Наконец, можно отметить, что в ряде случаев процесс онтоге
неза некоторых растений происходил с явным уклонением в сто
рону диких форм, причем это имело место не только по одному 
какому-либо признаку или свойству, а по целому ряду их. Такие 
растения как бы полностью теряли свои культурные особенности
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и при сравнении ничем не отличались от диких форм (рис. 12). 
Современные сорта культурных подсолнечников Helianthus cultus 
Wenz., как известно, резко отличаются от исходных диких подсол
нечников Helianthus ruderalis по характеру ветвистости, отсутствию 
главного стебля, форме листьев, количеству и величине корзинок

Рис. 12. Форма новообразования подсолнечника по всем 
своим основным признакам идентичная дикому калифор

нийскому виду.

и размерам семянок. Мы получали такие формы растений-ново
образований, которые по всем этим признакам, полностью относи
лись к Helianthus ruderalis — дикому калифорнийскому подсол
нечнику.

Можно было бы привести еще не мало разнообразных приме
ров, свидетельствующих о громадных формообразовательных воз
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можностях, имеющих место у растений-новообразований, полу
ченных методом культуры тканей. Нам кажется, однако, что для 
подтверждения ценности последнего, при разрешении проблем 
органогенеза и морфогенеза растений, вполне достаточно выше
изложенного.

Основные выводы:

1. Метод культуры ткани представляет собой один из конкрет
ных экспериментальных путей изучения способа детерминации 
размера, формы, архитектоники, скорости развития и функции 
как отдельных частей растения, так и всего организма в целом. 
Однако этот метод может сыграть лишь подсобную, вспомогатель
ную роль, если исследователь ограничивается культивированием 
и изучением изолированного от организма органа или ткани. Более 
того, метод культуры тканей может привести к ошибочным вы
водам, если упустить из вида условия развития органов в про
цессе их исторического образования.

Метод культуры ткани оказывается мощным инструментом в 
изучении вопросов морфогенеза только тогда, когда, во-первых, 
в качестве ведущей основы используется исторический метод ис
следования и, во-вторых, когда объектом изучения является вновь 
образующийся в процессе диференцировки клеток культивируе
мой ткани целый организм, а не только отдельные органы.

2. Получающееся из зародышей-новообразований растения, 
вследствие необычного способа их воспроизведения и особенно
стей взаимоассимиляционных процессов образующих их элемен
тов с продуктами дегенерации и дезинтеграции, обладают весьма 
расшатанной наследственной основой. Тип обмена веществ таких 
растений оказывается измененным и неустойчивым.

Воздействие на зародыш-новообразование определенными 
условиями воспитания приводит через несколько поколений к уста
новлению нового типа обмена веществ, новой наследственности, 
которая приобретает у последующих поколений свойства консер
ватизма.

Изменение типа обмена веществ у растений-новообразований 
ведет к ряду морфологических и биологических изменений.

Морфофизиологические изменения в растениях-новообразова
ниях проявлялись как у генеративных, так и у вегетативных орга
нов. К числу таких изменений относятся, например, патологические 
формы соцветий, карликовые и гигантские формы, нарушение гео- 
тропического эффекта у главного стебля, изменение типа ветвле
ния и т. д.

3. Первое, второе, третье и четвертое, а возможно, и последу
ющие, семенные поколения растений-новообразований при соот
ветствующих благоприятных условиях выращивания проявляют 
резкие «гетерозисные» свойства, значительно усиливая приобре
тенные в процессе окультуривания признаки и свойства, подобно
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тому, что наблюдается в первом поколении половых гибридов, 
однако без значительного снижения этих свойств в последующих 
поколениях.

4. Расшатанная наследственность и пластичность растений- 
новообразований дает возможность использовать их в качестве 
исходного материала для селекционных работ, в частности для 
выведения масличного и кормового сортов подсолнечника, при
годных для культивирования в Эстонской ССР
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KUDEDE KULTUURI MEETOD JA UUTE TAIMEVORMIDE

SAAMINE

Dots., biol. tead. kand. O. Mihhailov

Geneetika ja darvinismi kateeder

Resümee

1. Koekultuuri meetod on üheks konkreetsetest eksperimentaal
setest teedest nii taime osade kui ka kogu taime kui terviku mõõt
mete, kuju arhitektoonika, arenemise, kiiruse ja funktsiooni determi
natsiooni viisi uurimiseks. Kuid juhul, kui uurija piirdub vaid 
organismist isoleeritud organi või koe kultiveerimise ja uurimisega, 
võib see meetod omada vaid teisejärgulist, abistavat tähtsust. 
Veelgi enam, koe kultuuri meetod võib viia ekslikele järeldustele, 
kui jätta arvestamata organite arenemise tingimusi nende ajaloo
lise kujunemise protsessis.

Koekultuuri meetod on võimas vahend morfogeneesi küsimuste 
uurimisel vaid siis, kui võetakse aluseks ajalooline uurimismeetod 
ja kui uurimisobjektiks on kultiveeritava koe rakkude diferentsee
rumise protsessis tekkinud terve organism, aga mitte ainult tema 
üksikud organid.

2. Loodetest-uudikmoodustistest tekkinud taimedel on oma eba
harilik tekkeviis ja neid moodustavate elementide ja degenerat
siooni ning desintegratsiooni produktide vastastikuse assimilat
siooni protsesside omapärasuste tõttu kõigutatud pärilikkus. Sel
liste taimede ainevahetuse tüüp on muutunud ja ebapüsiv.

Loote-uudikmoodustise mõjutamine kindlate kasvutingimustega 
viib mõne põlvkonna vältel uue ainevahetuse tüübi, uue pärilikkuse 
tekkimisele, mis omandab järgnevates põlvkondades konservatiiv
suse omadused.

Ainevahetuse tüübi muutumine taimedel-uudikmoodustistel viib 
reale morfofüsioloogilistele ja bioloogilistele muutustele.

Morfofüsioloogilised muutused tekivad nii taimede-uudikmoodus- 
tiste generatiivseis kui ka vegetatiivseis organeis. Selliste muutuste 
hulka kuuluvad näiteks õisikute patoloogilised vormid, kääbus- ja 
hiigelvormid, geotroopilise efekti kadumine peavarrel, hargnemise 
tüübi muutumine jne.

211



3) Esimesel, teisel, kolmandal, neljandal ja võib-olla ka järg
nevatel taimede-uudikmoodustiste seemnepõlvkondadel tulevad vas
tavates soodsates tingimustes esile tugevad „heteroosi” nähtused, 
mis tugevdavad tunduvalt kultuurseks muutumise protsessis oman
datud tunnuseid ja omadusi sarnaselt suguliste hübriidide esimese 
põlvkonnaga, kuid ilma nende omaduste märgatava nõrgenemiseta 
järgnevates põlvkondades.

4. Taimede-uudikmoodustiste kõigutatud pärilikkus ja plastili
sus teeb võimalikuks nende kasutamise selektsioonitöö lähtemater
jalina, käesoleval juhul päevalille õli- ja söödasortide aretamiseks, 
mis sobiksid kultiveerimiseks Eesti NSV-s.
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